Шестой класс.

Занятие первое. (27.02.2000г)

Анализ с конца

Бывает, что задом наперед ходить удобнее…

Рак

1. В школьной столовой - очередь за булочками. Булочки задерживались, и в каждый промежуток между стоящими успело влезть по человеку. Булочки все еще не начали выдавать, и во все промежутки опять влезло по человеку. Тут наконец принесли 85 булочек, и всем стоящим досталось по одной. Сколько человек стояли в очереди первоначально?

2. В колбу пустили бактерию. Каждую минуту число бактерий удваивается. Через три часа колба заполнилась бактериями. В какой момент бактериями была заполнена четверть колбы?

3. Предложил черт лодырю: "Всякий раз, как перейдешь этот волшебный мост, твои деньги удвоятся. За это ты, перейдя мост, должен будешь отдать мне 40 рублей." Трижды перешел лодырь мост – и остался совсем без денег. Сколько денег было у лодыря первоначально?

4. Трем братьям дали 24 бублика так, что каждый получил на три бублика меньше, чем ему лет. Меньший брат был сообразительный и предложил поменять часть бубликов: “Я,– сказал он,– оставлю половину бубликов, а другую разделю между вами поровну; после этого средний брат также оставит половину бубликов, а другую разделит поровну между мной и старшим братом. В конце старший брат поделит так же”. Так они и сделали. Оказалось, что все получили поровну. Сколько лет каждому брату?
5. Над озерами летели гуси. На каждом садилась половина гусей и еще полгуся, остальные летели дальше. Все сели на 7 озерах. Сколько было гусей?
6. Учитель раздавал школьникам открытки. Первому он дал одну открытку и одну десятую оставшихся. Второму он дал две открытки и одну десятую оставшихся и т. д. Девятому он дал девять открыток и одну десятую оставшихся. Оказалось, что все получили поровну и все открытки были розданы. Сколько всего было открыток?

7. 5 человек сидят за круглым столом. У первого есть 81 яблоко, у остальных – разное количество. Вначале первый дает каждому из остальных столько яблок, сколько у того уже есть. После этого остальные делают то же самое. Когда они закончили, яблок у всех стало поровну. Сколько яблок было у каждого вначале?
8. * За столом сидят 7 гномов, перед каждым – кружка, в некоторые налит эль (но, быть может, не поровну). Первый разлил весь свой эль поровну в кружки всем остальным. Затем второй разлил свой эль поровну всем остальным (включая первого), затем третий гном и т.д. до седьмого. Когда и седьмой гном разлил свой эль, у всех оказалось столько же эля, сколько было вначале. Сколько эля в каждой кружке, если всего его 3 литра? 

Задачи на разрезание
Дайте мне ножницы, а уж что обрезать - мое дело…
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Можно ли квадрат 4(4 без угловой клетки (см. рис. 1) разрезать на 3 равные части?

2. Можно ли уголок из трех клеток (см. рис. 2) разрезать на 4 равные части?

3. [image: image19.wmf]Разрежьте фигуру, изображенную на рисунке 3, на 4 равные части.
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[image: image21.wmf]Разрежьте флаг, изображенный на рисунке 4, по линиям сетки на 4 одинаковых вымпела так, чтобы в каждой из частей оказалось по льву и по короне (Л – лев, К – корона).
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Можно ли плитку шоколада размером 23(35 клеток разломать на плитки размером 7(5 клеток? 

6. [image: image23.png]


Разрезать прямоугольник 5(9 на уголки (уголок - фигурка, изображенная на рис. 2.). 

7. Разрежьте квадрат на а) 6 б) 7 в) 8 меньших квадратов (не обязательно одинаковых). А теперь на 11, 14, 20?

8. Нарисуйте четырехзвенную ломаную, проходящую через 9 точек, расположенных в виде квадрата 3(3 (см. рис. 5).
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Какое наибольшее число прямоугольников 1(5 можно разместить без наложений в квадрате 99(99?

10. Можно ли разрезать шестиугольный торт (см. рис.6) на 11 равных кусочков по указанным линиям? А торт, изображенный на рис. 7, разрезать по указанным линиям на 23 равных кусочка?
11. Разрезать торт, изображенный на рисунке 8, на 7 частей, так, чтобы на каждой части было по розочке.

Занятие второе. (5.03.2000г)

Остров лжецов и рыцарей

Сказка - ложь, да в ней намек…

Далеко в океане есть остров. Долгое время не ступала на остров нога человека. Но пришел ХХ век - век науки и прогресса, и в размеренную жизнь островитян вмешались любопытные туристы с "большой земли". Но они так и не смогли искоренить местные обычаи, поэтому на острове до сих пор живут настоящие рыцари и леди, которые всегда говорят правду, и самые настоящие лжецы и лжицы, за всю жизнь не сказавшие ни одной правдивой фразы…

1. Однажды на остров приехал Джон Булль, американский путешественник. Желая получше ознакомится с островом, он нанял себе проводника. Однажды, увидев вдали туземца, Булль сказал проводнику: "Пойди и спроси у того человека: рыцарь он или лжец". Вскоре проводник вернулся и сказал: "Этот человек сказал, что он лжец". Джон Булль был хоть и американцем, но человеком умным, поэтому сразу уволил проводника и решил, что впредь будет путешествовать один. Почему Булль уволил проводника?

2. Однажды Джон Булль повстречался с двумя братьями: Тимом и Томом. "Кто вы?" - спросил он их. "По крайней мере один из нас - лжец", - ответил Тим. Кто же они?

3. Как-то раз Джон Булль был свидетелем вот такого вот случая: встретились несколько островитян и каждый из них заявил: "Все остальные - лжецы". Сколько рыцарей было в этой компании.

4. В следующий раз Булль повстречал двух туземцев: Ло и Лу. На вопрос о том, кто они, Ло сказал ему: "Либо я лжец, либо Лу рыцарь". Кто есть кто?

5. Все жители волшебного острова – либо рыцари, говорящие только правду, либо плуты, которые всегда лгут. Посетивший остров мудрец встретил двух жителей, А и Б, и захотел узнать, кто они. Он спросил у А: «Вы оба рыцари?» А ответил. Мудрец понял, что он не может определить, кто такие А и Б, и задал еще один вопрос: «Вы одного типа?» А опять ответил, и мудрец понял, к какому типу относятся А и Б. К какому же? (эта же задача была на отборе, но не была никем решена).
6. А вот однажды Булль узнал, что на остров приехал еще один турист - мистер Грэм. Вскоре Булль встретился с ним, но тот был в компании с островитянами: одним лжецом и одним рыцарем. Булль никогда раньше не видел мистера Грэма и боялся ошибиться, поэтому он сначала решил прислушаться к разговору. Первый: “Я – турист”. Второй: “Первый и третий иногда говорят правду”. Третий: “Второй – турист”. Тут Булль сразу догадался, кто мистер Грэм, кто рыцарь, а кто лжец. Как?

Однажды на остров напала эпидемия. И некоторые жители сошли с ума. У них полностью поменялось все представление о мире. Таким образом, рыцари, сошедшие с ума, думают, что всегда говорят правду, но они все понимают наоборот, и получается, что они лгут, а вот сумасшедшие лжецы, напротив, всегда говорят все как есть, ведь они хотят солгать, но представляют себе мир неправильно.

7. Повстречались как-то Джону Буллю два аборигена. Тэд: "Мы оба не в своем уме". Булль решил уточнить у Тода: "Это правда?" "Конечно же нет!" - ответил Тод. Который из них лжец?

8. Увидев, как легко Булль определяет, кто из жителей обманщик, местные решили привести к нему двух друзей. Все прекрасно знали, что один из друзей лжец, а один рыцарь, но никак не могли понять, кто есть кто. Друзья сказали Буллю следующее. Первый: "Я рыцарь". Второй: "Я рыцарь". Первый: "Мой друг не сумасшедший". Как Джон Булль узнал, кто из них лжец?

9. В следующий раз привели к Буллю отца и сына. Отец сказал: "По крайней мере один из нас - безумец". Сын: "Совершенно верно". Отец: "Ну, я-то, конечно, не лжец". Так кто же лжец?

Что такое Куб?
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Являются ли развертками куба фигуры: 

2. Можно ли обклеить деревянный куб полоской бумаги 1(6? А 1(7?

3. Есть линейка и три деревянных кубика. Как измерить диагональ куба?
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Куб 3(3(3 раскрасили, а затем распилили на кубики 1(1(1. Сколько получилось кубиков, у которых закрашена одна грань? Две грани? А три? И получились ли полностью закрашенные кубики?
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В противоположных вершинах куба сидят паук и муха. Как пауку кратчайшим путем доползти до мухи? (см. рис.1)

6. Нарисовать выглядит спереди, сверху и слева проволока, расположенная на стеклянном кубе так, как показано на рисунке 2.
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Нарисовать, как выглядит проволока на кубе (см. рис.3) (даны проекции спереди, сверху и слева соответственно).

8. Посмотри на картинки и скажи, что ты видишь. (см. рис.4)
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Какая шашка лежит в дальнем правом нижнем углу, если известны виды спереди, сверху и слева, а так же то, что черных и белых шашек поровну. (см. рис.5)

10. Дана развертка куба. Какой кубик склеили из этой развертки? (см. рис.6)
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Для двух кубиков сделали по три развертки и перемешали их. Найдите развертки каждого кубика. (см. рис.)
Занятие третье (12.03.2000г)

Игры вдвоем.

Вся наша жизнь - игра.

1. а). Двое играют в следующую игру: имеются две кучки по 10 камней в каждой. За один ход разрешается взять любое количество камней из какой-либо одной кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?

б). Та же задача, но в первой кучке – 7 камней, а во второй – 10.

2. Винни-Пух и Пятачок играют в такую игру: они по очереди выкладывают на круглый стол 10-копеечные монеты, причем так, чтобы монеты не накрывали друг друга. Первым ходит Винни-Пух. Проигрывает тот, кому некуда положить монету. Оба хотят выиграть. Кто выиграет при такой игре?

3. Числа от 1 до 20 выписаны в строчку. Два игрока по очереди расставляют между ними плюсы и минусы. После того, как все места заполнены, подсчитывается результат. Если он четен, то выигрывает первый игрок, если нечетен, то второй. Кто выиграет при правильной игре?

4. Двадцать точек расположены на окружности. Двое по очереди проводят отрезки с концами в данных точках; при этом отрезки не должны пересекаться. Тот, кто не может сделать хода, проигрывает. Кто выиграет при правильной игре?

5. Двое по очереди разламывают шоколадку 5(10. За ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из имеющихся кусков  вдоль  углубления.  Выигрывает  тот,  кто первым отломит дольку размером 1(1.

6. *Играют двое. На столе три кучки камней: в одной 5, в другой 8, а в третьей 11. Своим ходом игрок может взять любое количество камней, но только из одной кучки. Выигрывает забравший последний камень. Кто выигрывает начавший первым или начавший вторым?

7. В кучке 58 камней. Играют двое. За один ход разрешается взять из кучки любое количество камней от 1 до 4. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? Тот же вопрос, если проигрывает тот, кто берет последний камень.

8. Двое по очереди ставят ладей на шахматную  доску так, чтобы ладьи не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

9. Имеется две кучки камней: в первой – 7, во второй – 5. За ход разрешается взять любое количество камней из одной кучки или поровну камней из обеих кучек. Кто из двух игроков выиграет, если проигравшим считается тот, кто 

a) не может сделать ход;

b) берет последний камень.

10. Двое по очереди ставят крестики и нолики в клетки квадрата 9(9 (начинающий ставит крестики, его соперник - нолики). В конце подсчитывается, сколько имеется строчек и столбцов, в которых крестиков больше, чем ноликов, - это очки, набранные первым игроком. Количество строк и столбцов, где ноликов больше, чем крестиков - очки второго игрока. Как первому набрать больше очков, чем второму? 

11. Два кота украли цепочку из 6 сосисок и теперь делят ее. По очереди каждый кот перекусывает по одной перемычке между сосисками и съедает появившиеся при этом одиночные сосиски. Каждый хочет получить как можно больше. Кому сколько достанется?

12. ?Имеется две кучки конфет: в одной - 20, в другой - 21 конфета. За один ход разрешается съесть одну из кучек, а вторую разделить на две меньшие (не обязательно равные) кучки. Проигрывает тот, кто не сможет сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре?

13. В кучке 500 камней. За один ход разрешается взять количество камней, равное степени двойки (1, 2, 4, 8,…). Выигрывает взявший последний камень. Кто выиграет при правильной игре и как он должен играть 

14. Имеется 3 кучки камней: в первой - 10 , во второй - 15,  в третьей - 20 камней.  За ход разрешается разбить любую кучку на две меньшие. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

15. У ромашки 11 лепестков. За один ход у нее отрывают один или два рядом растущих лепестка. Выигрывает тот, кто оторвет последний лепесток. Кто?

16. Имеется две кучки по 11 камней. Одним ходом можно взять два камня из одной кучки и один из другой. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто из двух игроков выиграет при правильной игре? 

Письменно на дом:

1. Король стоит  на  поле a1.  За один ход его можно передвинуть на одно поле вправо или на одно поле вверх, или на одно поле по диагонали "вправо-вверх".  Выигрывает тот,  кто поставит короля на поле h8. (2 игрока)

2. С помощью шести единиц и знаков действий записать как можно больше чисел. (Пример: 1+1+1+1+1+1=6).

3. Али-Баба хочет попасть в пещеру с сокровищами. У входа в пещеру стоит бочка, в крышке которой проделаны 4 отверстия, образующие квадрат с центром в центре крышки. Под отверстиями находится по кувшину, в каждом из которых торчит селедка хвостом вверх или вниз. Али-Баба может просунуть руки в любые два отверстия, определить положение селедок под ними и перевернуть одну или обе по своему усмотрению (можно ничего не переворачивать). Когда хвосты всех селедок окажутся направленными в одну сторону, дверь в пещеру откроется. Однако, после того, как Али-Баба вытаскивает руки из отверстий, бочка некоторое время с дикой скоростью вращается и затем останавливается, так что Али-Баба не в состоянии определить новое положение отверстий по отношению к предыдущему. Существует ли последовательность действий, позволяющая Али-Бабе открыть дверь?

4. Один из пяти братьев испек маме пирог. Андрей сказал: "Это Витя или Толя". Витя сказал: "Это сделал не я и не Юра". Толя сказал: "Вы оба шутите". Дима сказал: "Нет, один из них сказал правду, а другой нет". Юра сказал: "Нет, Дима, ты не прав". Про троих своих сыновей мама знает, что они никогда не лгут. Кто испек пирог?

5. Во время перемены в классе оставались Ангелика, Бернд, Вольфганг и Мануэла. Кто-то из них разбил стекло. Учитель опросил ребят и получил от каждого по 3 ответа.


Ангелика : 1. Окно разбила не я.  2. Я сидела в классе и читала.
3. Мануэла знает, кто разбил окно.


Бернд :
1. Это сделала не я.   2. С Мануэлой я уже давно не разговариваю.  3. Окно разбил Вольфганг.

Вольфганг : 1. Я не виноват.   2. Окно разбила Мануэла.
 3. Бернд лжет, когда утверждает, будто окно разбил я.

Мануэла :1. Окно разбила не я.   2. Анжелика разбила окно.    3. Бернд знает, что я не виноват, ведь на перемене мы играли вместе.

Кроме того, каждый из них признался, что из трех ответов 2 истинных и 1 ложный. Кто разбил окно?
Устно:

1. Танечка и Манечка решили купить книжку, у Танечки не хватало на книжку 3 рубля, а у Манечки не хватало на книжку 5 рублей. Когда девочки сложили свои деньги, то у них хватило на книжку, да еще осталось 2 рубля. Сколько стоила книжка?

2. Мама купила сливы для своих детей Пети, Коли и Маши. Она торопилась на работу, поэтому оставила сливы на столе и написала записку: «Петя, Коля и Маша! Кушайте сливы - всем поровну». Первым пришел Петя. Он увидел сливы, увидел записку, взял со стола треть слив и убежал гулять. Потом пришел Коля. Он увидел сливы, увидел записку, решил, что пришел первым, взял треть слив и пошел к другу. Потом пришла Маша. Увидела на столе записку, взяла треть слив и пошла играть в куклы. Вечером пришла с работы мама и увидела, что 8 слив еще остались. Сколько слив купила мама?

Занятие четвертое (19.03.2000г)

Круги Эйлера

Все чудесатее и чудесатее…

1. В классе 35 учеников. Из них 20 занимаются в математическом кружке, 11- в биологическом, 10 ребят не посещают эти кружки. Сколько биологов увлекается математикой?

2. В классе все увлекаются математикой или биологией. Сколько человек в классе, если математикой занимаются 15 человек, биологией – 20, а математикой и биологией – 10?

3. В пионерском лагере 70 ребят. Из них 27 занимаются в драмкружке, 32 поют в хоре, 22 увлекаются спортом. В драмкружке 10 ребят из хора, в хоре 6 спортсменов, в драмкружке 8 спортсменов; 3 спортсмена посещают и драмкружок, и хор. Сколько ребят не поют в хоре, не увлекаются спортом и не занимаются в драмкружке?

4. Сколько существует натуральных чисел, не превосходящих 1000, которые делятся на 3? На 5? На 15? Не делится ни на 3, ни на 5?

5. Ученики 6 класса решали две задачи. В конце занятия учитель составил четыре списка: I – решивших первую задачу, II – решивших только одну задачу, III – решивших по меньшей мере одну задачу, IV – решивших обе задачи. Какой из списков самый длинный? Могут ли два списка совпадать по составу? Если да, то какие?

6. В классе 38 человек. Из них 16 играют в баскетбол, 17 – в хоккей, 18 – в волейбол. Увлекаются двумя видами спорта – баскетболом и хоккеем – четверо, баскетболом и волейболом – трое, волейболом и хоккеем – пятеро. Трое не увлекаются ни волейболом, ни баскетболом, ни хоккеем.

а) Сколько ребят увлекаются одновременно тремя видами спорта?

б) Сколько ребят увлекаются лишь одним из этих видов спорта?

7. На прогулку пошли шестиклассники и семиклассники. Все они были либо босиком, либо в тапочках. Шестиклассников было 24, а босых учеников 16. Обутых шестиклассников было столько же, сколько босых семиклассников. Сколько учеников ходили на прогулку?

Устные задачи:

1. Мама купила сливы для своих детей Пети, Коли и Маши. Она торопилась на работу, поэтому оставила сливы на столе и написала записку: "Петя, Коля и Маша! Кушайте сливы - всем поровну". Первым пришел из школы Петя. Он увидел сливы, увидел записку, взял со стола треть слив, пожадничал, взял еще одну сливу и убежал гулять. Потом пришел Коля. Он увидел сливы, увидел записку, решил, что пришел первым, взял треть слив, пожадничал, взял еще одну сливу и убежал к другу. Потом пришла Маша. Увидела записку, взяла треть слив, пожадничала, взял еще одну сливу и пошла играть в куклы. Вечером пришла с работы мама и увидела, что 13 слив еще осталось. Сколько слив купила мама? 
2. Пять баранов и три овцы стоят 31 рубль, а три барана и пять овец стоят 25 рублей. Сколько стоит баран?

Неравенство треугольника

Не сворачивая на кривые дорожки.

Вводные задачи: 

1. Докажите, что для любых трех точек А, В и С на плоскости выполняется неравенство АС ( |АВ - ВС|.

2. Сколько существует различных (нерав​ных) треугольников, у которых длины всех сторон - целые числа, а периметр равен 15?

3. В треугольнике ABC: AB=3.8, BC=0.6. Найти сторону AC, если известно, что она выражается целым числом.

4. Докажите, что длина любой стороны треугольника не превосходит его полупериметра.

5. В стране 4 города: А, Б, В и Г. Два самолета одновременно вылетели из города А. Маршрут первого: АБГВАГБВА, второго: АБВГАБВГАБВГА. Какой самолет раньше закончит свой путь, если их скорости одинаковы?

6. Верно ли, что для любой точки внутри выпуклого четырехугольника сумма расстояний от точки до вершин меньше периметра четырехугольника?

7. Сколько попарно различный треугольников можно составить из отрезков, длины которых 1, 2, 3, 4 и 5?

8. Дан произвольный (выпуклый) четырехугольник. Доказать, что сумма его диагоналей больше суммы двух противоположных его сторон. Еще доказать, что сумма длин диагоналей заключена между периметром и полупериметром.
Задачи посложнее: 
9. Докажите, что расстояние до любой вершины квадрата меньше суммы расстояний до остальных вершин.

10. Лиса Алиса и кот Базилио посадили 4 дерева в вершинах квадрата, закопали 100 золотых сольдо в ямку и сказали Буратино, что расстояния от ямки до деревьев равны соответственно 1, 4, 7 и 8 метров. «Опять обманут!»‑ подумал Буратино. Прав ли он?

11. Дан произвольный (выпуклый) четырехугольник. Найти точку внутри этого четырехугольника, такую что сумма расстояний от нее до вершин четырехугольника минимальна.

12. Два города Первый и Второй решили устроить математический турнир. Из Первого на Турнир должно поехать 200 школьников, а из Второго 100. Где следует проводить Турнир (примечание: в принципе, его можно проводить и в деревнях, находящихся по дороге из одного города в другой), чтобы затраты на провоз школьников были минимальны.

13. В треугольнике ABC на стороне ВС отмечена точка М. Доказать, что выполняется неравенство: ½(AB+AC+ВС)>AM>½(AB+AC–ВС)

14. На одном берегу реки расположены два села. В каком месте построить мост так, чтобы сумма расстояний от обоих сел до него была наименьшей?

15. Та же задача, но села расположены на разных берегах (не забыть, что река имеет ширину).

Сложные задачи:
16. На плоскости отмечено миллион две точки. Докажите, что их можно соединить по две непересекающимися отрезками. 

Занятие пятое. (26.03.2000г)

Делимость и остатки.

На первое: (задачи по 0 баллов, нужно решить 5, чтобы получить следующие)
1. а) Конь вышел с поля а1 и через несколько ходов вернулся на него. Докажите, что он сделал четное число ходов.

б) Может ли конь пройти с поля а1 на поле h8, побывав по дороге на каждом из остальных полей?

2. p и q различные простые числа. Сколько делителей у числа а) pm б) pq в) p2q г) p2q2 д) pnqm
3. Можно ли нарисовать 9-звенную ломаную, каждое звено которой пересекается ровно с одним из остальных звеньев?

4. Докажите, что произведение любых трех последовательных натуральных чисел делится на 6.

5. Докажите, что число, имеющее нечетное число делителей - точный квадрат.

6. p - простое число. Сколько существует натуральных чисел а) меньших p и взаимнопростых с ним? б) меньших p2 и взаимнопростых с ним?

7. а) Может ли n! оканчиваться на пять нулей? (если да, приведите пример; если нет, ответ обоснуйте). б) На сколько нулей оканчивается число 100! ?

На второе: (задачи по 10 баллов, нужно решить 5, чтобы получить следующие)
8. На хоккейном поле три шайбы А, В, С. Хоккеист бьет по одной из них так, что она пролетает между двумя другими. Так он делает 25 раз. Могут ли после этого шайбы оказаться на исходных местах?

9. На какую цифру оканчивается число 12+22+32+42+…+992?

10. Буратино пошел на базар за грецкими орехами. Кот Базилио продавал орехи, но не на вес, а десятками. Он считал так: из каждого десятка откладывал один орех на стол, из каждой сотни в конце откладывал дополнительный орех, в конце каждой тысячи еще и третий орех и т.д. Отложенные орехи оставались на столе, а остальные орехи кот Базилио ссыпал в сумку Буратино. Под конещ он сказал: "Целое число десятков! А на столе 1997 орехов!" Буратино знал правило подсчета, за подсчетом не следил, но тут объявил, что кот Базилио "ошибается". Прав ли Буратино?

11. Докажите, что НОД(х, у)=НОД(х-у, у).

12. Решите уравнение в целых числах: а) х2-у2=31 б) х2-у2=303.

13. В 1000-значном числе 12345678901234567890…1234567890 вычеркнули все цифры, стоящие на нечетных местах. В полученном 500-значном числе вновь вычеркнули цифры, стоящие на нечетных местах. И такие вычеркивания проводились до тех пор, пока ничего не осталось. Какую цифру вычеркнули последней? 

14. Может ли число, записанное при помощи 100 единиц, 100 двоек и 100 троек быть точным квадратом?

На третье: (задачи по 16 баллов, нужно решить 7, чтобы получить следующие)
15. Произведение 22 целых чисел равно 1. Докажите, что их сумма не равна нулю.

16. Докажите, что а) число n3-n делится на 3 б) n5+4n делится на 5 в) n2+1 не делится на 3 г) n3-n делится на 24 для любого натурального n. 

17. Найдите последнюю цифру числа а) 19992000 б) 777777.

18. На провод села первая стайка - 10 ласточек. Прилетела вторая стайка, и птички сели по одной между теми ласточками, что уже сидели на проводе. И так несколько раз. А потом ласточки испугались кота Базилио и все улетели, но кот утверждает, что он, якобы, успел всех их пересчитать, и что число ласточек делилось на 7. А лиса Алиса утверждает, что этого быть не может. Кто из них прав?

19. Докажите, что число 22225555+55552222 делится на 7.

20. Существуют ли два целых ненулевых числа, что одно из них делится на их сумму, а второе на их разность?

21. а) p, p+10, p+14 - простые числа. б) p и 8p2+1 - простые числа. Найдите число p.
22. Малыш и Карлсон играют в игру: в кучке лежит 101 камень. Каждый из игроков по очереди берет из кучки от 1 до 10 камней. Если в конце количества камней у Малыша и Карлсона взаимнопросты, то выиграл Карлсон, иначе - Малыш. Кто выиграет в такой игре?

23. Простые числа p и q и натуральное число n удовлетворяют соотношению: 
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. Найдите эти числа.

На сладкое: (задачи по 30 баллов)
24. Докажите, что если (n-1)!+1 делится на n, то n простое число.

25. Известно, что 56х=65у. Докажите, что число х+у - составное.

26. Докажите, что для любых натуральных чисел х и у верно равенство НОД(х,у)НОК(х,у)=ху.

Если задача решена в классе, то сколько написано баллов, если же задача решена дома, то баллов вдвое меньше.

Занятие шестое. (2.04.2000г)

Блиц - олимпиада.

Следует только сказать ответ.

1. *** Полбуханки стоят на полрубля дороже, чем четверть буханки. Сколько стоит буханка? 
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**** В некотором году в январе 4 понедельника и 4 пятницы. Какой день недели 1 января? 

3. **** Нужно заполнить таблицу, используя числа 1, 2, 3, 4, 5 так, что каждое число появится в каждом столбце, каждой строчке и каждай диагонали ровно по одному разу. Первые несколько чисел уже расставлены. Какое число будет в центральной клетке? 

4. **** Коля и Вася живут в одном доме, на каждом этаже которого расположено 4 квартиры. Коля живет на пятом этаже в квартире номер 83, а  Вася  - на третьем этаже в квартире номер 169. Сколько этажей в доме? 

5. *** Сутки на планете Тамагочи на 40 минут длиннее, чем сутки на Земле. На сколько неделя Тамагочи отличается от недели на Земле? 

6. *** В соревновании участвовало 4 футбольных команды. Каждая команда встречается с каждой другой. За победу начисляется 3 очка, за ничью 1 очко, за проигрыш 0. Команды набрали 5, 3, 3 и 2 очка. Сколько было ничьих? 

7. *** На столе лежат четыре карточки. На них написано: на первой - А, на второй - 0, на третьей - Б, на четвертой - 1. Петя сказал: "Мне кажется, если не карточке с одной стороны написано Б, то с другой стороны обязательно -1." "Сейчас проверим," - ответил Вася, перевернул две карточки и выяснил, прав ли Петя. Какие карточки перевернул Вася? 
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*** У Леши и Гоши есть по 3 карточки. У Леши на  них написаны числа 2, 4, 6, а у Гоши  1, 3, 5. Они по очереди кладут свои карточки слева направо. Задача Леши - получить как можно меньшее шестизначное число, а Гоши - как можно большее. Начинает Леша. Какое число получится?

9. *** В клетки квадрата были вписаны целые числа мак, что их суммы в каждой строке, в каждом столбце и в каждой диагонали одинаковы. Некоторые числа стерли. Что стояло в клетке, помеченной крестиком?

10. ***В записи *1*2*4*8*16*32*64=27 вместо знаков «*» поставьте знаки «+» или «-», так, чтобы равенство стало верным.

11. ****Шифр кодового замка является двузначным числом. Буратино забыл код, но помнит, что сумма цифр этого числа, сложенная с их произведением, равна самому числу. Напишите все возможные варианты кода, чтобы Буратино смок быстрее открыть замок.
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****Зачеркните 13 точек (расположенных, как показано на рисунке) пятью отрезками, не отрывая карандаша от бумаги и не проводя никакую линию дважды.

13. ***В квадрате 7(7 клеток раскрасьте некоторые клетки так, чтобы в каждой строке и в каждом столбце оказалось ровно по 3 закрашенных клетки.

14. ***Отметить на плоскости 6 точек так, чтобы от каждой на расстоянии 1 находились ровно 3 точки.

15. ***Найти все числа, равные удвоенной сумме своих цифр.

16. ***Дана последовательность: 2, 4, 8, 16, 14, 10, 2… В ней каждое число получено из предыдущего по одному и тому же правилу. Написать последовательность, полученную по тому же правилу, но начинающуюся не с 2, а с 3. (Написать первые пять членов) 

17. ****Три землекопа за три часа вырыли три ямы. Сколько ям выроют шесть землекопов за шесть часов? 

18. ****Инопланетянин с планеты в системе Тау Кита в понедельник воскликнул: «А!», во вторник «АУ!», в среду «АУУА!» в четверг: «АУУАУААУ!». Что он крикнет в субботу?

19. ***Дядя Федор, кот Матроскин, Шарик и почтальон Печкин сидят на скамейке. Если Шарик, сидящий справа от всех, сядет между дядей Федором и котом, то кот станет крайним слева. В каком порядке они сидят?

20. ***Написать еще три члена последовательности 2,4,8,14,22,32…

21. ***Один сапфир и два топаза

Ценней, чем изумруд в три раза.

А семь сапфиров и топаз

Его ценнее в восемь раз.

Определить мы просим Вас,

Сапфир ценнее иль топаз?

И, коль ценнее, в сколько раз?

22. ***Расставить скобки так, чтобы получилось верное равенство: 1-2(3+4+5(6(7+8(9=1995. 

23. ***В двух кошельках лежат две монеты, причем в первом вдвое больше, чем во втором. Как такое может быть?

24. ***Какой цифрой оканчивается произведение чисел: 13(14(15(16(17?

25. ***Если из данного числа вычесть 7, а остаток умножить на 7, то получится такое же число, как если бы мы из данного вычли 11, и остаток умножили на 11. Найти это число. 

26. ****Посчитайте: 1+2-3-4+5+6-7-8+9+…+301+302. 

27. ***Между некоторыми цифрами 12345 поставь знаки действий и скобки так, чтобы получилось число 40.

28. ****Между некоторыми цифрами 123456789 поставить знаки сложения так, чтобы получилось 99. Придумать три варианта. 

29. ***Решить ребус на сложение УДАР+УДАР=ДРАКА. 

30. ***Умный продавец получил для продажи пачки по 100 конвертов в каждой. 10 конвертов он отсчитывает 10 секунд. За сколько секунд он отсчитает 160 конвертов?

31. ***На сковородке помещается 2 кусочка хлеба. На поджаривание кусочка с одной стороны требуется 1 минута. Какое минимальное время нужно для поджаривания с двух сторон трех кусочков?

32. ***Мышке до норки 40 шагов, кошке до мышки 10 прыжков. Пока кошка совершит один прыжок, мышка сделает 3 шага, а один кошачий прыжок равен по длине 10 мышкиным шагам. Догонит ли кошка мышку?

33. ****Лев может съесть овцу за 2 часа, волк за 3, а шакал за 6 часов. За какое время они съедят овцу втроем? 

34. ****Записать число 100 при помощи пяти пятерок и любых арифметических действий тремя способами. 

35. Какой цифрой оканчивается число 777?

Занятие седьмое (9.04.2000г)

Опять про Джона Булля.

Или умному голова не помеха, а досадное недоразумение.

Как вы помните, Джон Булль великий путешественник, волею судеб заброшенный на волшебный остров, где каждый человек либо все время говорит правду, либо все время лжет.

1. Три островитянина, решили проверить, действительно ли Булль настолько умен, насколько о нем рассказывают, поэтому пришли к нему и сказали следующее. Йо: «Мы все лжецы». Йа: «Один из нас рыцарь». Смог ли Булль угадать, кто из них кто, и как?

2. Рассказывают, что однажды Джон Булль встретил двух аборигенов и спросил у них: «Есть ли среди вас рыцарь?». Один из аборигенов ответил на вопрос. И Джон Булль с уверенностью угадал, кто из них двоих кто. Ну, так кто же кто?

«Хватит,» - воскликнул Булль. - «Как же мне надоели эти лжецы и рыцари! Поеду-ка я куда-нибудь в другое место. » Приехав на соседний остров, Булль обнаружил, что здесь живут не только лжецы и рыцари, но и нормальные люди, которые могут и лгать, и говорить правду. У жителей острова была странная привычка: если они хотели выпить, они собирались втроем и выпивали, причем среди собравшихся обязательно один был рыцарем, один лжецом, а третий нормальным человеком.

3. Встретил однажды Булль в местном кабаке троицу. «Я абсолютно нормален,» - заявил Ай. «Уж это точно,» - подтвердил Уй, «Вот зато я точно не нормальный,» - сказал Ой. Кто они такие?

4. В другой раз в другом баре Булль услышал следующее. Первый: “Я – нормальный”. Второй: “Первый и третий иногда говорят правду”. Третий: “Второй – нормальный”. Тут Булль сразу догадался, кто из них кто. Кто же?

5. *Трое людей острова рассказывали Буллю о местной жизни, и Буллю удалось узнать, что больше всего денег зарабатывают рыцари, лжецы зарабатывают меньше всех, а нормальные люди - примерно посредине. «У Во зарплата больше, чем у Ву,» - сказал Ва. «А у Ву зарплата больше, чем у Ва,» - сказал Во. «Так у кого же зарплата больше, у Ва или у Во,» - спросил Джон Булль у Ву. Что ответит Ву Буллю?

И здесь Буллю наскучило очень быстро и поплыл он куда глаза глядят.

Шкатулки, принцессы и тигры.

Или о том, как жениться не принцессе.

Жила-была одна прекрасная Принцесса. И вот, хлебом ее не корми - дай хитроумные задачки порешать, или позадовать кому-нибудь, кто под руку подвернется. И решил Король-отец выдать ее замуж, чтобы не ему мозги пудрила, а кому-нибудь другому. Но Принцесса решила, что пойдет замуж только за умного человека. И необязательно принца, главное, чтобы задачки умел решать. Поэтому всем претендентам на ее руку пришлось пройти много различных испытаний.

6. Вначале вынесла Принцесса три шкатулки: серебряную, золотую и свинцовую, и сказала, что кто угадает, в которой из шкатулок лежит ее портрет, - переходит во второй тур. На крышках шкатулок было написано следующее:

На серебряной: Портрет не в этой шкатулке.

На золотой: Портрет в этой шкатулке.

На свинцовой: Портрет не в золотой шкатулке.

Еще Принцесса объявила, что не более, чем одна надпись верна. 

7. Несколько претендентов на руку Принцессы вышли во второй тур. Им она загадала задачку посложнее. Она опять вынесла три шкатулки. На золотой было написано: «Портрет не в серебряной шкатулке». На серебряной: «Портрет не в этой шкатулке» и на свинцовой: «Портрет в этой шкатулке». Поклонникам Принцесса пояснила, что по крайней мере одна надпись истинна и по крайней мере одна - ложна. 

8. В третий тур прошло еще меньше человек, но все-таки довольно большая толпа (принцесса, все-таки была ужасно красива!). Тогда Принцесса опять вынесла шкатулки. Теперь на них было по две надписи, и, как сказала Принцесса, на каждой крышке не более одной ложной надписи.

На золотой: «Портрет не в этой шкатулке» и «Портрет написан художником из Венеции».

На серебряной: «Портрет не в золотой шкатулке» и «Портрет написан художником из Флоренции.»

На свинцовой: «Портрет не в этой шкатулке» и «Портрет в серебряной шкатулке».

9. В четвертый тур вышли совсем уж немногие претенденты: некоторые не решили задачу, а некоторым просто надоело и они решили лучше поехать домой и объявить кому-нибудь войну. В этот раз на шкатулках были надписи:

На золотой: «Портрет не в этой шкатулке» и «Портрет в серебряной шкатулке».

На серебряной: «Портрет не в золотой шкатулке» и «Портрет в свинцовой шкатулке.»

На свинцовой: «Портрет не в этой шкатулке» и «Портрет в золотой шкатулке».

Эту задачу решил только один претендент - и Принцесса сразу же объявила его своим женихом, несмотря на то, что был он простым профессором математики Джоном Буллем, а вовсе не принцем. Вскоре они поженились, а через несколько лет и их дочерей пришлось выдавать замуж. Просто так отдавать дочерей замуж они не хотели, хотели опять что-нибудь эдакое устроить. Но вот только принцы и остальные приличные женихи напрочь отказались проходить какие-то там дурацкие испытания, путников на их остров не заезжало, зато тюрьмы были полны заключенными. А королевские заключенные, как известно, образованные и умные…

10. «В этой комнате находится принцесса, кроме того в одной из комнат сидит тигр.». «В одной комнате находится принцесса, а в другой сидит тигр». Одно - истинно, другое - ложно.

11. «По крайней мере в одной из этих комнат находится принцесса» «Тигр сидит в другой комнате» Либо обе истинны, либо обе ложны.

12. «Либо в этой комнате сидит тигр, либо принцесса находится в другой комнате» «Принцесса в другой комнате» Либо оба истинны, либо оба ложны.

13. Если в первой комнате принцесса, то утверждение на табличке истинно, если тигр - ложно. На второй двери - наоборот. И в каждой комнате обязательно кто-нибудь сидит. «В обеих комнатах принцессы» «В обеих комнатах принцессы»

14. Условия такие же. «По крайней мере в одной из комнат - принцесса» «В другой комнате принцесса».

15. «Что не выберешь - все едино» «Принцесса в другой комнате».

16. «Что выбрать - большая разница» «Лучше выбрать другую комнату».

17. Таблички не повесили, а сразу отдали узднику. «В этой комнате сидит тигр» «В обеих комнатах тигры».

Занятие восьмое (16.04.2000г)

Аукцион.

Азартное математическое соревнование.

1. Найдите как можно большее натуральное число, в записи которого не встречается цифра 0, которое делится на сумму своих цифр, причем любое число, получаемое из него отбрасыванием одной или нескольких последних цифр, обладает таким же свойством.

2. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, не меняя их порядка, получить выражения, значения которых равны 1, 2, …n, используя знаки арифметических операций и скобки.

3. Постройте самую длинную цепочку ходов шахматного коня на доске 8(8 так, чтобы траектория его не самопересекалась. (Считается, что конь ходит из центра клетки в центр клетки.)
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Внутри квадрата 13(13 расположите без наложений друг на друга как можно больше фигурок вида : (см. рис.)

5. На деревянной линейке нанесите как можно меньше меток так, чтобы любое расстояние, выражающееся целым числом от 1 до 20, можно было отложить при помощи двух каких-то меток.

6. Запишите число 2000, используя при этом только тройки и обойдясь при этом как можно меньшим числом цифр. Количество операций, возведений в степень, извлечений корня и т.д. не ограничивается.

7. Проведите на плоскости 7 прямых так, чтобы получилось как можно больше треугольных областей. (область - кусочек плоскости, который ничем не пересечен.)

8. Найдите как можно больше решений ребуса: 
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9. Составить как можно более длинное предложение, состоящее из осмысленных слов, такое, чтобы буквы в нем не повторялись.

Письменная домашняя работа.

1. Вы едете в автомобиле со скоростью 60 км/час. На сколько нужно увеличить скорость вашего автомобиля, чтобы проезжать 1 км пути на полминуты быстрее?

2. Поезд длинной 1 км идет со скоростью 60 км/час. Сколько времени понадобится поезду для прохождения тоннеля длиной 2 км?

Занятие девятое (23.04.2000г)

Расстановки

Там, где кончаются сомнения, начинается наука.

1. Вдоль стен квадратного бастиона требовалось поставить 16 часовых. Комендант разместил их так, чтобы вдоль каждой стены было по 5 человек. Недовольный такой расстановкой полковник распорядился расставить солдат так, чтобы с каждой стороны их было по 6 человек. Вслед за ним пришел генерал и разместил солдат по 7 человек с каждой стороны. Найдите все такие размещения.

2. Хозяин устроил в своем погребе шкаф в форме квадрата с 9 отделениями. Среднее он оставил свободным, а в остальных расположил 60 бутылок масла так, что в каждом угловом отделении было по 6, а в остальных по 9. Таким образом, на каждой стороне квадрата было по 21 бутылке. Слуга унес сначала 4 бутылки, а остальные расставил так, что сумма на каждой стороне снова стала 21. Хозяин пересчитал сумму бутылок по каждой стороне и ничего не заметил. Тогда слуга снова унес 4 бутылки, расставив остальные опять по 21 на каждой стороне. Так он повторял, пока было возможно. Сколько раз слуга брал бутылки и как он каждый раз расставлял остаток?
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У одного человека был золотой крест, украшенный бриллиантами. Если считать с одного из боковых концов или с верхнего конца до нижнего, то получается 6 бриллиантов. Ювелир потерял два бриллианта и решил, не заменяя их, поставить камни по-другому, чтобы владелец ничего не заметил. Как ему это удалось?

4. Шатер военачальника охраняют караульные, расположенные в восьми палатках. Вначале все сидели по три человека в палатке. Потом начали ходить друг к другу в гости. Начальник, проверяя, считал, что если в каждом ряду палаток по 9 человек, то все в порядке. Караульные решили этим воспользоваться. В первую ночь отлучились четверо и это прошло незамеченным, на следующую ушли трое. Потом караульные начали приглашать к себе гостей – сначала четверых, потом восьмерых, а затем – целую дюжину. И всякий раз начальник насчитывал по девять человек в каждом ряду палаток. Как караульные ухитрялись это сделать?

Магический квадрат n(n это квадрат n(n клеток, в котором расставлены числа от 1 до n2, причем так, что суммы чисел в каждом столбце, в каждой строке и в двух больших диагоналях все равны между собой.
5. В магическом квадрате 3(3 посчитали сумму цифр в первой строке (она такая же, как во второй, в третьей,…, и такая же как во всех столбцах и двух больших диагоналях). Какое число получилось? А если магический квадрат был 5(5? А 10(10? А n(n?

6. Постройте магические квадраты 3(3, 5(5, 7(7. Дома: Попробуйте построить магический квадрат 4(4.
Спички детям  - игрушка

Сперва познай, потом сжигай.
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От пяти квадратиков, изображенных на рисунке 1, отнять 3 спички так, чтобы осталось три таких же квадратика.
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Дом на рисунке 2 повернуть к нам другой стороной, переложив только 2 спички.

3. Из девяти целых спичек сложить 5 квадратов.

4. [image: image41.wmf][image: image42.png]


На рисунке 3 из 16 спичек составлено 4 квадрата. Как из этих же 16 спичек составить 5 таких же квадратов?

5. На этих весах (см. рис. 4), составленных из 9 спичек, требуется переложить 5 спичек так, чтобы весы оказались в равновесии.

6. В кресте на рисунке 5 переложите 8 спичек так, чтобы составилось 3 квадрата.

7. Из шести спичек построить четыре треугольника одинаковой величины.

Устные задачи.

1. Город, как роза, красный

Полвечности только прожил.

В два с половиной раза

Был бы тот город моложе

Вечности вдруг постаревшей

На миллиард лет стазу, 
Если бы сам он сбросил 

Того миллиарда тяжесть.

Возьми карандаш красный, 

Возьми лист бумаги белой

И вычисли возраст города

Цвета клубники спелой.

2. За десять дней пират Ерема

Способен выпить бочку рома, 

А у пирата у Емели 
Ушло б на это две недели. 

За сколько дней осилят ром 

Пираты, пьянствуя вдвоем.

 


Занятие десятое (30.04.2000г)

Раскраска.

1. Взяли квадрат клетчатой бумаги размером 8(8, отрезали от него две летки (левую нижнюю и правую верхнюю). Можно ли полученную фигуру полностью покрыть «доминошками»- прямоугольниками 1(2?

2. Известно, что квадрат клетчатой бумаги размерами 8(8 покрыли несколькими плитками 2(2 и несколькими полосками 1(4. Можно ли покрыть квадрат 8(8, если одну плитку заменить полоской?

3. [image: image43.wmf]Можно ли квадрат 8(8 клеток с вырезанной угловой клеткой разрезать на фигурки, изображенные на рис. а? А на фигурки, изображенные на рис. b? А на те и те? 
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Можно ли квадрат клетчатой бумаги размером 10(10 разрезать на фигурки, изображенные на рисунке слева?

5. Набор «Юный паркетчик» состоит из 12 пластинок, изображенных на рисунке а, плотно уложенных в один слой в коробку размером 6(6 клеток. Хулиган Вася сломал одну плитку, и ее заменили фигуркой, изображенной на рисунке б. Удастся ли теперь все детали уложить в эту же коробку?

6. Раскрасьте клетки таблицы 3(3 в наибольшее число цветов (каждую клетку  - одним цветом) так, чтобы для любых двух цветов нашлись клетки этих цветов, имеющие общую сторону.

7. В какое наибольшее число цветов можно раскрасить клетки доски 4(4 (каждую клетку - одним цветом) так, чтобы в каждом квадрате 2(2 нашлась пара клеток одного цвета?

8. В какое наибольшее число цветов можно раскрасить доску 8(8 клеток так, чтобы каждая клетка граничила по стороне хотя бы с двумя клетками своего цвета? Каждая клетка закрашивается целиком в один цвет.

9. Расставьте крестики и нолики в квадрате 5(5 клеток так, чтобы в каждой строке (кроме быть может первой) крестиков было бы больше, чем ноликов, и в каждом столбце (кроме быть может последнего, ноликов было бы больше чем крестиков. Пустых клеток быть не должно!

10. Дан квадрат 5(5 клеток. Окрасьте некоторые клетки белой краской, а остальные черной так, чтобы в любом квадрате 3(3 клетки оказалось ровно 8 белых клеток.

Седьмой класс.

Первый семестр.

Занятие первое (17.09.2000г)

Разные задачи

1. Найти сумму 
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2. В ящике лежат 70 шаров: 20 белых, 20 черных , 20 красных, остальные синие и зеленые. Шары отличаются только цветом. Какое наименьшее число шаров нужно вынуть, чтобы гарантировать, что среди вынутых шаров найдется 10 одного цвета?

3. Все целые числа, начиная с единицы, выписаны подряд. Какая цифра стоит на 2000 месте?

4. Пароход от Киева до Херсона плывет трое суток, а назад - четверо. Сколько суток будут плыть плоты от Киева до Херсона?

5. В Стране Чудес проводилось следствие по делу об украденной муке. На суде Мартовский Заяц заявил, что муку украл Болванщик. В свою очередь Болванщик и Соня дали показания, которые по каким-то причинам не были записаны. В ходе судебного процесса выяснилось, что муку украл лишь один из трех подсудимых и что только он дал правдивые показания. Кто украл муку?

6. В коробке с карандашами есть карандаши разной длины и есть карандаши разного цвета. Докажите, что есть два карандаша, отличающиеся и по цвету и по длине.

7. Имеются двое песочных часов: на 7 и на 11 минут. Яйцо варитсяним 15 минут. Как отмерить это время при помощи имеющихся часов?

8. Разложите гири с весами 1, 2, 3, …, 555 на три кучи, равные по весу.

9. Есть 9 монет, одна из них фальшивая. Она легче настоящих. За два взвешивания на чашечных весах без гирь определите фальшивую монету.

10. Имеется 101 монета. Из них 100 одинаковых настоящих и одна фальшивая, отличающаяся по весу. Необходимо выяснить, тяжелее или легче фальшивая монета, чем настоящая. Как это сделать на чашечных весах без гирь за 2 взвешивания?

11. Что больше: 2300 или 3200?

12. Дан шестизначный номер. Из скольки семизначных номеров его можно получить вычеркиванием одной цифры?

13. Какое наибольшее число воскресений может быть в году?

14. Четверо ребят - Алеша, Боря, Ваня и Гриша - соревновались в беге. На следующий день на вопрос, кто какое место занял, они ответили так:

Алеша: Я не был ни первым, ни последним.

Боря: Я не был последним.

Ваня: Я был первым.

Гриша: Я был последним.

Известно, что три из этих ответов правильные, а один - неверный. Кто сказал неправду? Кто был первым?

15. Брат вышел из дома на 5 минут позже сестры, но шел в полтора раза быстрее ее. Через сколько минут брат догонит сестру?

16. В школьной столовой - очередь за булочками. Булочки задерживались, и в каждый промежуток между стоящими успело влезть по человеку. Булочки все еще не начали выдавать, и во все промежутки опять влезло по человеку. Тут наконец принесли 85 булочек, и всем стоящим досталось по одной. Сколько человек стояли в очереди первоначально?

17. Над озерами летели гуси. На каждом садилась половина гусей и еще полгуся, остальные летели дальше. Все сели на 7 озерах. Сколько было гусей?

18. Однажды Джон Булль повстречался с двумя братьями: Тимом и Томом. "Кто вы?" - спросил он их. "По крайней мере один из нас - лжец", - ответил Тим. Кто же они?

19. Числа от 1 до 20 выписаны в строчку. Два игрока по очереди расставляют между ними плюсы и минусы. После того, как все места заполнены, подсчитывается результат. Если он четен, то выигрывает первый игрок, если нечетен, то второй. Кто выиграет при правильной игре?
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Что необычного в рисунке 1?

21. Двадцать точек расположены на окружности. Двое по очереди проводят отрезки с концами в данных точках; при этом отрезки не должны пересекаться. Тот, кто не может сделать хода, проигрывает. Кто выиграет при правильной игре?

22. В кучке 58 камней. Играют двое. За один ход разрешается взять из кучки любое количество камней от 1 до 4. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? Тот же вопрос, если проигрывает тот, кто берет последний камень.

23. p и q различные простые числа. Сколько делителей у числа pnqm?
24. Можно ли нарисовать 9-звенную ломаную, каждое звено которой пересекается ровно с одним из остальных звеньев?

25. На какую цифру оканчивается число 12+22+32+42+…+992?

Письменное домашнее задание:

1. Один человек выпивает бочку кваса за 70 минут, а вместе с приятелем за 50 минут. За какое время приятель выпивает бочку кваса?

2. Послан человек из Москвы в Вологду, и велено ему в хождении своем совершать во всякий день по 40 верст. На следующий день вслед ему послан второй человек, и приказано ему проходить в день по 45 верст. На какой день второй человек догонит первого?

3. Хозяин нанял работника на год и обещал ему дать 12 рублей и кафтан. Но тот, проработав только 7 месяцев, захотел уйти. При расчете он получил кафтан и 5 рублей. Сколько стоит кафтан?

4. Путешественник идет из одного города в другой 10 дней, а второй путешественник тот же путь проходит за 15 дней. Через сколько дней они встретятся, если одновременно выйдут навстречу друг другу из этих городов?

Занятие второе (24.09.2000г.)

Графы

Граф сидел у камина, лениво покуривая дорогую кубинскую сигару…

1. Между планетами Солнечной системы введено космическое сообщение. Ракеты летают по следующим маршрутам: Земля-Меркурий, Плутон-Венера, Земля-Плутон, Плутон-Меркурий, Меркурий-Венера, Уран-Нептун, Нептун-Сатурн, Сатурн-Юпитер, Юпитер-Марс и Марс-Уран. Можно ли добраться с Земли до Марса?

Картинки, представляющие собой набор точек, некоторые из которых соединены линиями, называются графами. При этом, точки называются вершинами графа, а отрезке - его ребрами.
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Два черных и два белых коня расставлены на доске как показано на рис. 1.Можно ли, сделав несколько ходов, переместить их в положение 2?

3. В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путешественник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только том случае, если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, делится на 3. Можно ли из города 1 добраться в город 9?
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В графах важно лишь то, что некоторые вершины соединены ребрами, а некоторые - нет, при этом совершенно не важно, как эти вершины расположены на рисунке. Одинаковые, но по-разному нарисованные графы, называются изоморфными.

4. Какие из графов на рисунке изоморфны? (см. рис.)

5. [image: image48.wmf]В кружочках написали числа 1, 2, 3, 4, 6 и 12, и от каждого числа к каждому его делителю направили стрелку. Хулиган Вася стер все числа и часть стрелок. Восстановите исходное положение, рассмотрев все возможные варианты.

6. В стране 100 городов. Некоторые города соединены дорогами, причем из каждого города выходит не менее 50 дорог. Доказать, что из любого города этой страны можно доехать до любого другого города этой страны.

7. *В стране любые два города соединены или железной дорогой, или авиалинией. Доказать, что чтобы добраться от одного города до другого в этой стране можно пользоваться только одним видом транспорта.

8. *В кружке у любого члена имеется один друг и один враг. Доказать, что а) число членов кружка четно. б) кружок можно разделить на 2 нейтральных кружка (т.е. таких кружка, где ни у кого нет ни друзей, ни врагов).

Связным графом называется такой граф, что по его ребрам можно из любой вершины "дойти" до любой другой. Какие графы (из графов 1-8) связные?

Граф распадается на компоненты связности. Это такие части графа, которые сами являются связными графами и при этом не связаны между собой.

9. а) В государстве 1000 городов, из каждого города выходит 4 дороги. Посчитать количество дорог в государстве. б) В государстве 1001 город и из каждого города выходит по 5 дорог. Сколько дорог в государстве?

Количество ребер, выходящих из вершины называется степенью этой вершины. Если степень вершины - четное число, вершина называется четной, наоборот - нечетной.

10. (Лемма о рукопожатиях.) Докажите, что людей, которые пожимали нечетное число рук, четное число (или, говоря на языке графов, доказать, что нечетных вершин в графе четное число).

11. Можно ли нарисовать 9 отрезков так, чтобы каждый пересекался с тремя другими?

12. Могут ли степени вершин в графе быть равны: а) 8,6,5,4,4,3,2,2. б) 7,7,6,5,4,2,2,1. 
в) 6, 6, 6, 5, 5, 5, 3, 2, 2 ?

13. *Доказать, что из связного графа можно выкинуть вершину, оставив его связным.

Устные задачи.

1. В двух бидонах содержится молоко: в первом в два раза больше, чем во втором. Когда из первого отлили 30 литров, а из второго 20 литров, то в первом осталось молока в 3 раза больше, чем во втором. Сколько молока было в каждом бидоне до отливания?

2. Али-Баба, Синдбад и Магрибинец нашли клад. Не разделив его, легли спать. Али-Баба проснулся первым, взял треть всех монет, пожадничал и взял еще одну. Затем проснулся Синдбад. Думая, что он первый, взял треть оставшихся монет и еще одну. Наконец, Магрибинец взял треть остатка и еще одну монету. Осталось 5 монет. Сколько монет было вначале?

3. Говорит дед внукам:" Вот вам 130 орехов. Разделите их на две части так, чтобы меньшая часть, увеличенная в 4 раза, равнялась бы большей части, уменьшенной в 3 раза". Как разделить орехи?

4. Лошадь съедает воз сена за месяц, коза - за два месяца, овца - за три месяца. За какое время лошадь, коза и овца вместе съедят такой же воз сена?

Задачи на движение.

1. Автомобиль половину пути проехал со скоростью 60 км/час. С какой скоростью он должен ехать вторую половину пути, чтобы средняя скорость на маршруте составила 48 км/час?

2. Если Аня идет в школу пешком, а домой едет на автобусе, то всего на дорогу она тратит полтора часа. Если же весь путь проделан на автобусе, то он занимает полчаса. Сколько времени потратит Аня на дорогу, если весь путь пройдет пешком?

3. Из пункта А в пункт Б вышел Андрей, а из пункта Б в пункт А вышел Боря. Когда Андрей дошел до середины пути, Боре оставалось идти до А ровно половину того расстояния, которое нужно было пройти Андрею в тот момент, когда Боря оказался на половине пути от А до Б. Сколько осталось идти Боре, когда Андрей добрался до Б?

4. Из А в В вышел пешеход. Одновременно из В в А выехал автомобиль. Встретив пешехода, автомобиль доставил его в В и тут же снова поехал в А. Пешеход добрался до В в 4 раза быстрее, чем если бы он всю дорогу шел пешком. Во сколько раз быстрее попал бы автомобиль в А, если бы ему не пришлось возвращаться?

5. Улитка ползет по вертикальной трубе снизу вверх. Длина трубы 9 метров. Улитка может ползти с постоянной скоростью вверх ровно 1 час и поднимается за это время на 4 метра, а затем 1 час отдыхает, либо за 1 час поднимается на 5 метров, а потом 2 часа отдыхает. За каждый час отдыха она опускается вниз на 2 метра. За какое наименьшее время улитка может подняться до верха трубы?

6. Поезд "Стрела" выходит из Антоновки в Андреевку и по пути встречает 5 таких же составав "Стрела". Придя в Андреевку, он тут же возвращается в Антоновку, и т.д. Сколько составов "Стрела" обслуживают маршрут?

7. Путник вышел из Антоновки в 12:00 и пришел в Андреевку в 18:00. По пути, проходя мимо дома часовщика, он заметил время. На другой день путник выехал на велосипеде из Андреевки в 12:00, а приехал в Антоновку в 13:12. Проездая мимо дома часовщика, он удивился: часы показывали то же время, что и накануке, но они шли! Какое время показывали часы?
Письменная домашняя работа.

1. От жары площадь озера сократилась на 20%, но потом в сезон дождей площадь озера выросла на 25%. Выросла или уменьшилась площадь озера по сравнению с первоначальной и на сколько процентов?
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У крестьянина были коза, корова и кобыла, а еще стог сена и сын. Сын подсчитал, что этого сена козе и кобыле хватит на 1 месяц, козе и корове на 3/4 месяца, а корове и кобыле на 1/3 месяца. Отец сказал, что сын плохо учился в школе. Кто прав?

3. Незнайка хочет расставить в кружках натуральные числа так, чтобы в кружках, соединенных отрезками, стояли числа, у которых есть общий делитель, больший единицы, а числа, не соединенные отрезками, имели наибольший общий делитель 1. Удастся ли ему это сделать?

4. Лена, Наташа и Саша ели конфеты. Лена и Саша съели на 11 конфет больше Наташи, а Наташа и Лена - на 7 больше Саши. Сколько конфет съела Лена?

5. В деревне у прямой дороги стоят четыре избы А, В, С, D на расстоянии 50 метров друг от друга. В какой точке дороги следует построить колодец, чтобы сумма расстояний от колодца до всех четырех изб была наименьшей?

6. В деревне А живет 50 школьников, в деревне В живет 100 школьников. Расстояние между деревнями 3 км. В какой точке дороги из А в В надо построить школу, чтобы суммарное расстояние, проходимое всеми школьниками, было наименьшим?

Занятие третье. (1.10.2000г.)

Принцип Дирихле

Ученье - свет, а неученье - тьма.

Темнота друг молодежи.

1. Доблестная Советская милиция поймала в плен больше десяти бандитов. Следователь сказал посадить их всех в 10 камер. Докажите, что в одну из камер попадет не меньше двух бандитов.

2. Докажите, что среди 25 учеников класса по крайней мере трое родились в одном месяце.

3. В районе 1800 учеников прошли тестирование. У Пашеньки 31 (из 32) неверный ответ, у остальных - меньше. Докажите, что найдутся 59 школьников с одинаковыми результатами тестирования.

4. Доказать, что в компании из а) пяти б) n человек  найдутся двое, у которых одинаковое число знакомых в этой компании.

5. За столом сидит 100 человек. 51 из них лысые. Докажите, что какие-то двое лысых сидят друг напротив друга.

6. В квадрат со стороной 1м бросили произвольным образом 51 точку. Доказать, что квадратиком 20(20см.кв. можно накрыть какие-то три точки. 

7. Десять команд играют турнир в один круг (каждый с каждым). Докажите, что, как бы ни было составлено расписание турнира, в любой момент найдутся две команды, сыгравшие одинаковое количество игр.

8. В мешке лежат шарики 2 цветов. Сколько шариков нужно вытащить неглядя, чтобы с уверенностью утверждать, что вытащено два шарика одного цвета? А если цветов не 2, а n?

9. Компания из 21 человека отправилась в лес по грибы. В результате они собрали 200 грибов. Докажите, что какие-то двое из них собрали грибов поровну.

10. Пятеро молодых людей получили на всех зарплату - 1500 рублей. Каждый из них хочет купить себе магнитофон ценой 320 рублей. Докажите, что кому-то из них придется подождать до следующей зарплаты.

11. *В бригаде 7 человек и их суммарный возраст - 332 года. Докажите, что из них можно выбрать трех человек, сумма возрастов которых не меньше 142 лет.

12. *На планете Тау Кита суша занимает больше половины всей площади. Доказать, что таукитяне могут прорыть через центр планеты шахту, соединяющую сушу с сушей.

13. *Плоскость раскрашена в а) два  б*) три цвета произвольным образом. Докажите, что на этой плоскости найдутся две точки одного цвета на расстоянии один метр.

14. Хан Батый в приступе гнева проколол на своем ковре 4(4 пятнадцать дырок своей острой саблей. Докажите, что его любимая жена Гюльчетай может вырезать из этого ковра маленький (1(1) не испорченный коврик.

15. В клетках квадрата 3(3 расставлены числа 0, 1, -1. Докажите, что какие-то две из 8 сумм по всем строкам, всем столбцам и двум главным диагоналям будут равны.

16. *Докажите, что среди любых 6 человек есть либо трое попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.

17. Докажите, что среди любых одиннадцати чисел найдутся два, разность которых делится на 10.

18. Докажите, что среди любых р чисел найдутся два, разность которых делится на р-1.

19. Докажите, разность каких-то двух степеней двойки делится на 1998.

20. В ряд выписано 100 натуральных чисел. Доказать, что найдутся несколько подряд, сумма которых делится на 100.

21. Доказать, что среди любых 13 чисел найдутся два, сумма или разность которых делится на 23.

Измерение углов и отрезков.

1. Точки М, А и В расположены на одной прямой, причем отрезок АМ вдвое больше отрезка ВМ. Найти АМ, если АВ=6.

2. Один из углов, образованных пересекающимися прямыми a и b, равен 15(. Прямая a1 симметрична прямой a относительно прямой b, а прямая b1 симметрична прямой b относительно a. Найти углы, образованные прямыми a1 и b1.

3. Точки А,В,С расположены на одной прямой и АС:ВС=m:n (m и n - натуральные). Найдите отношения АС:АВ и ВС:АВ.

4. Точка В делит отрезок АС в отношении АВ:ВС=2:1. Точка D делит отрезок АВ в отношении AD:DB=3:2. В каком отношении точка D делит отрезок АС?

5. Даны точки А и В. Для каждой точки М, не совпадающей с точкой В и лежащей на прямой АВ, рассмотрим отношение АМ:ВМ. Где расположены точки, для которых это отношение: а)больше 2, б) меньше 2?

6. Имеется угольник с углом 70(. Как построить с его помощью угол в 40(?

7. Точка М лежит внутри (вне) угла АОВ, ОС - биссектриса этого угла. Докажите, что угол МОС равен полуразности (полусумме) углов АОМ и ВОМ.

8. На сколько градусов поворачивается за 1 минуту минутная стрелке? А часовая?

9. Какой угол образуют минутная и часовая стрелки в 3 часа 5 минут?

10. Из точки на листе бумаги провели четыре луча, делящих плоскость на четыре угла. Затем лист разрезали по биссектрисам этих углов на четыре части (которые также являются углами). Докажите, что два из этих углов образуют в сумме 180( и два других тоже.

Письменная домашняя работа.

1. Даны точки А и В. Где на прямой АВ расположены точки, расстояние от которых до точки А а) вдвое больше, чем до точки В; б) втрое меньше, чем до точки В?

2. Имеется угольник с углом 19(. Как построить с его помощью угол в 1(?

3. Автомат выполняет два действия: прибавляет к числу 8 или умножает число на 3. Из каких однозначных чисел за несколько действий с помощью этого автомата можно получить 1997?

4. Звезда Бегельгейзе имеет планетную систему, и все планеты обитаемы. Известно, что расстояния между планетами различные. На каждой планете живет Астроном, наблюдающий ближайшую к нему планету. Докажите, что если число планет нечетно, то какую-то планету никто не наблюдает.

5. (12 баллов) Докажите, что существует число, записанное одними единицами, делящееся на 1997.

Занятие четвертое. (8.10.2000г.)

Комбинаторика

(правило произведения) Пусть имеется два множества предметов, в одном из них А предметов, а в другом В предметов. Образуем пары предметов: один из них берем из первого множества, а второй - из второго. Тогда число таких пар равно А(В.

1. Из города Лисса в город Гель-Гью можно проехать только через Зурбаган. Из Лисса в Зурбаган ведет 5 дорог, из Зурбагана в Гель-Гью 3 дороги. Сколько путей ведет из Лисса в Гель-Гью?
2. Вася собрал 15 васильков и 10 маргариток и решил подарить их двум девочкам - Марго и Рите. Сколькими способами он может разделить свои цветы на два букета, если хочет, чтобы у каждой девочки было хотя бы по одному васильку и не менее двух маргариток?
3. Осел, Козел, Мартышка и Косолапый Мишка затеяли играть квартет. Дело не пошло, и звери решили усесться на тех же четырех местах по-другому. Сколькими способами можно это сделать? А если каждый из зверей не хочет сидеть на том месте, на котором уже сидел? Сколькими способами можно расположить на 5 пеньках 5 зверей? А на шести пеньках 6? А на семи пеньках 6 зверей?
4. Семь девушек водят хоровод. Сколькими способами они могут встать вкруг? если способы, отличающиеся поворотом на одну, две, три… девушек не различаются? если важно только то, какие у девушки соседки?
5. В классе 25 учеников. Учитель решил назначить двух дежурных. Сколькими способами он может это сделать? А трех дежурных?

6. Сколькими способами можно рассадить 5 животных на 7 местах? n животных на (n+2) местах? 7 животных на 11 местах?

7. Имеется 5 одинаковых с виду замков и 5 похожих ключей. Сколько попыток надо сделать, чтобы установить, какой замок открывается каким ключом.

8. Та же задача, но замков 7, а ключей 10. Та же задача, но среди замков два абсолютно одинаковые (и ключи к ним одинаковые).

9. В городе Лиссе автобусные номера записывают четырьмя цифрами: от 0000 до 9999. Автобус называется счастливым, если сумма первых двух цифр его номера равна сумме последних двух цифр его номера. Сколько в городе Лиссе счастливых автобусов с суммой первых двух цифр 7? Сколько всего в Лиссе счастливых автобусов?

10. Сколькими способами можно разбить 10 человек на пары? А 2n человек?

Домашняя работа по теме Комбинаторика (все задачи по 12 баллов):

1. Штирлиц хочет послать телеграмму из n слов. Всего в секретном языке m слов. Сколько вариантов телеграмм он может составить?

2. В оркестре "Незадачливых зверей" n участников. Вначале они сидели на m пеньках (некоторые пеньки были пустые), теперь они хотят пересесть по-другому, потому что считают, что так станут лучше играть. Сколькими способами они могут пересесть?

3. В классе n человек. Надо выбрать для дежурства m человек. Сколькими способами это можно сделать?

4. (20 баллов) В большой коробке лежат шарики цветов (шарики ничем не отличаются). Для игры Коля хочет взять n шариков и положить их в m коробок. Сколькими способами он может это сделать?

5. В классе n учеников. Надо отправить делегацию покупать подарок учителю. Сколькими способами это можно сделать?

Дополнительные задачи по комбинаторике.

1. Сколькими способами можно посадить 7 мужчин и 7 женщин за круглый стол так, чтобы никакие две женщины не сидели рядом? 

2. Сколько существует перестановок чисел 1, 2, 3,…n, в которых 1 и 2 не стоят на своих местах?

3. Сколькими способами можно составить трехцветный флаг, если имеется материал 5 различных цветов? Тот же вопрос, но одна из полос должна быть красная.

4. На школьном вечере присутствуют 12 юношей и 15 девушек. Сколькими способами можно выбрать из них 4 пары для танца?

5. Сколько существует счастливых билетов? (Счастливый билет - это такой билет с шестизначным номером, у которого сумма первых трех цифр равна сумме последних трех цифр.)

Занятие пятое. (15.10.2000г.)

Графы

1. Лемма "о рукопожатиях". Число нечетных вершин любого графа четно.

2. У короля 19 баронов-вассалов. Может ли оказаться так, что у каждого вассального баронства 1, 5 или 9 соседних баронств?

3. В классе 30 человек. Может ли быть так, что 9 из них имеют по 3 друга (в этом классе), 11 - по 4 друга, а 10 по 5 друзей?

4. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 дороги, быть ровно 2000 дорог?

5. В некоторой стране из столицы выходит 21 дорога, из города Дальнего одна дорога, а из остальных городов - по 20 дорог. Докажите, что из Дальнего можно проехать в столицу.

6. Докажите, что нельзя нарисовать граф, степени вершин которого 4, 4, 4, 4, 2.

7. Доказать, что дополнение несвязного графа - связно.

8. Из полного 100-вершинного графа выкинули 98 ребер. Доказать, что он остался связным.

9. В связном графе степени четырех вершин 3, степени остальных вершин - 4. Докажите, что нельзя из графа убрать одно ребро так, чтобы граф распался на две изоморфные компоненты связности.

10. В стране из каждого города выходит 100 дорог и из каждого города страны можно добраться до любого другого. Одну дорогу закрыли на ремонт. Доказать, что и теперь из каждого города можно попасть в каждый.

11. Докажите, что граф с n вершинами, степень каждой из которых не 
менее (n-1)/2, - связен.

12. Доказать, что из любых шести человек можно выбрать трех попарно знакомых или трех попарно незнакомых.

13. На конференции присутствует 50 ученых, каждый из которых знаком по крайней мере с 25 участниками конференции. Докажите, что найдутся четверо из них, которых можно усадить за круглый стол так, чтобы каждый сидел рядом со знакомыми ему людьми.

14. 20 участников воскресной математической школы получили листочки с 20-ю задачами. В конце урока обнаружилось, что каждый школьник решил две задачи, и каждую задачу решили два школьника. Докажите, что можно так устроить разбор задач, что каждый школьник расскажет по одной задаче.

15. В кружке у любого члена имеется один друг и один враг. Доказать, что а) число членов кружка четно. б) кружок можно разделить на 2 нейтральных кружка (т.е. таких кружка, где ни у кого нет ни друзей, ни врагов).

16. В ориентированном графе 101 вершина. У каждой вершины число входящих и число выходящих ребер равно 40. Доказать, что из любой вершины можно попасть в любую, проходя не более чем по трем ребрам.

17. Ребра полного 17-вершинного графа закрашены в три цвета. Доказать, что найдется одноцветный треугольник.

18. Доказать, что из связного графа можно выкинуть вершину, оставив его связным.

Занятие шестое. (22.10.2000г.)

Принцип Дирихле

1. В мешке лежат шарики двух разных цветов: желтого и розового. Какое наименьшее число шариков надо вынуть из мешка вслепую так, чтобы среди них заведомо оказались два шарика одного цвета?

2. В лесу растет миллион елок. Известно, что на каждой из них не более 600000 иголок. Докажите, что в лесу найдутся по крайней мере две елки с одинаковым числом иголок.

3. Мальчик купил 49 апельсинов и роздал их среди 8 друзей. Доказать, что кому-то из друзей досталось по крайней мере 7 апельсинов. 

4. В магазин привезли 25 ящиков с тремя разными сортами яблок (в каждом ящике яблоки только одного сорта). Докажите, что среди них есть по крайней мере 9 ящиков с яблоками одного и того же сорта.

5. В ящике лежат цветные карандаши: 10 красных, 8 синих, 8 зеленых и 4 желтых. В темноте берем из ящика карандаши. Какое наименьшее количество карандашей надо взять, чтобы среди них заведомо 

а) было не меньше 4 карандашей одного цвета. 

б) был хотя бы один карандаш каждого цвета.

в) было бы не меньше 6 синих карандашей. 

(Приведите примеры, показывающие, что меньше взять нельзя).

6. В ящике лежат 100 флажков: красных, зеленых, желтых, синих. Какое наименьшее количество  флажков надо взять не глядя, так чтобы среди них нашлось не менее10 одноцветных? ( Приведите пример, показывающий, что меньше взять нельзя.)

7. В ящике лежат 10 пар перчаток черных и 10 пар перчаток красных. Сколько перчаток надо вытащить из ящика наугад, чтобы наверняка среди них были:

а) две перчатки одного цвета 

б) одна пара перчаток одного цвета.

в) одна пара перчаток (возможно одного цвета)? 

(Приведите примеры, показывающие, что меньше взять нельзя).

8. Доказать, что из любых шести человек можно выбрать трех попарно знакомых или трех попарно незнакомых.

9. **Имеется 30 гирек с массами 1г, 2г, …30г. Убрали какие-то 10 гирек с суммарной массой в 1/3 общей массы всех гирек. Докажите, что оставшиеся 20 гирек можно разложить на две кучки равной массы.

10. На шахматной доске поставили 31 пешку. Докажите, что остался "уголок", составленный из трех клеток, на котором нет ни одной пешки.

11. *В клетках шахматной доски произвольным образом расставлены номера от 1 до 64. Докажите, что найдутся две клетки, имеющие общую сторону, разность номеров которых больше 4.

12. *На доске написано число 4127. За один ход к написанному на доске числу прибавляют число 1917 и записывают на доске вместо старого числа четыре последние цифры нового. Докажите, что когда-нибудь на доске появится число 2210.

13. *Шахматная доска разрезана на 13 прямоугольников с целым числом клеток. Могут ли они все быть различными?

14. Записаны восемь чисел. Докажите, что разность каких-то двух из них делится на 7.

15. *Записаны на доске в ряд десять чисел. Доказать, что сумма каких-то нескольких чисел, записанных подряд, делится на девять.

16. Докажите, что разность двух каких-то степеней двойки делится на 1998.

17. *Доказать, что среди 13 чисел найдется два, сумма или разность которых делится на 23.

18. Доказать, что существует число, записанное одними единицами, которое делится на 1997.

Домашняя работа: 

1. Ребра полного 17-вершинного графа закрашены в три цвета. Доказать, что найдется одноцветный треугольник.

2. Доказать что, среди 82 кубиков, каждый из которых выкрашен в определенный цвет, всегда можно выбрать 10 кубиков так, что либо все они выкрашены в разные цвета, либо все они одного цвета.

3. (подсказка: см. задачу №4 из прошлой темы "П.Д") Десять команд играют турнир в один круг (каждый с каждым). Докажите, что, как бы ни было составлено расписание турнира, в любой момент найдутся две команды, сыгравшие одинаковое количество игр.

Занятие седьмое. (29.10.2000г.)

Комбинаторика

1. Надо окрасить в три цвета тетраэдр (треугольную пирамиду, все грани у которой одинаковые правильные треугольники). Каждая грань окрашивается в один цвет, все три краски используются. Сколькими способами это можно сделать?

2. Сколькими способами можно окрасить в три цвета кубик, использовав ровно три краски? 

3. В классе 25 учеников. Староста сообщил, что 14 из них -  спортсмены-разрядники, 16 занимаются в секциях Научного общества учащихся, причем 10 школьников - это спортсмены, занимающиеся в научных секциях. Что сказал учитель математики?

4. *В бою участвовало 187 пиратов. Из них 85 потеряли руку, 92 ногу, 87 глаз, 95 были прострелены навылет. Четверо пиратов потеряли и глаз, и руку, и ногу, и были прострелены навылет; 30 потеряли руку и ногу, 35  руку и глаз, 17 были прострелены и потеряли руку, 40 потеряли ногу и глаз, 16 потеряли ногу и были простреляны. Сколько пиратов потеряли глаз и были прострелены?

5. Сколькими способами можно раздать а) 12; б) n конфет Маше и Даше?

6. В классе 25 учеников. Учитель решил назначить двух дежурных. Сколькими способами он может это сделать? А трех дежурных?

7. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 8 различных ладей? А так, чтобы они не били друг друга?

Дополнительные задачи:

8. Осел, Козел, Мартышка и Косолапый Мишка затеяли играть квартет. Дело не пошло, и звери решили усесться на тех же четырех местах так, чтобы ни один не сидел на прежнем месте. Сколькими способами можно это сделать?
9.  Семь девушек водят хоровод. Сколькими способами они могут встать в круг? если способы, отличающиеся поворотом на одну, две, три… девушек не различаются? если важно только то, какие у девушки соседки?
10. В городе Лиссе автобусные номера записывают четырьмя цифрами: от 0000 до 9999. Автобус называется счастливым, если сумма первых двух цифр его номера равна сумме последних двух цифр его номера. Сколько в городе Лиссе счастливых автобусов с суммой первых двух цифр 7? Сколько всего в Лиссе счастливых автобусов?

11. Сколькими способами можно разбить 10 человек на пары? А 2n человек?

Домашняя работа (письменно):

1. По полоске клетчатой бумаги длиной 20 клеток двое играющих по очереди передвигают фишку влево на 2, 4 или 7 клеток. Проигрывает игрок, которому некуда ходить

2. Собираясь в Рио-де-Жанейро, Остап решил поменять все свои рубли на крузадо. В российском банке курс 3000 рублей за крузадо, и еще надо заплатить 7000 рублей за право обмена независимо от меняемой суммы. В бразильском банке курс 3200 рублей за крузадо, и за право обмена берут 1 крузадо. Подсчеты показали, что Остапу все равно, в каком из банков менять деньги. Сколько у него рублей?

3. Фигура "верблюд" ходит по доске 10(10 на три клетки по вертикали и одну по горизонтали, или на три по горизонтали и одну по вертикали. Можно ли пройти "верблюдом" с какого-то исходного поля на соседнее с ним по стороне?

4. Разменный автомат меняет одну монету на пять других. Можно ли с его помощью разменять одну монету на 26 монет?

Занятие восьмое (5.11.2000г)

Комбинаторика.

Теорема 1. n предметов по n местам можно расставить n! способами. 

Теорема 2. n сортов предметов по m местам можно расставить nm способами. 

1. Надо окрасить в три цвета тетраэдр (треугольную пирамиду, все грани у которой одинаковые правильные треугольники). Каждая грань окрашивается в один цвет, все три краски используются. Сколькими способами это можно сделать?

2. Сколькими способами можно окрасить в три цвета кубик, использовав ровно три краски?

3. В классе 25 учеников. Староста сообщил, что 14 из них -  спортсмены-разрядники, 16 занимаются в секциях Научного общества учащихся, причем 10 школьников - это спортсмены, занимающиеся в научных секциях. Что сказал учитель математики?

4. *В бою участвовало 187 пиратов. Из них 85 потеряли руку, 92 ногу, 87 глаз, 95 были прострелены навылет. Четверо пиратов потеряли и глаз, и руку, и ногу, и были прострелены навылет; 30 потеряли руку и ногу, 35  руку и глаз, 17 были прострелены и потеряли руку, 40 потеряли ногу и глаз, 16 потеряли ногу и были простреляны. Сколько пиратов потеряли глаз и были прострелены?

5. Сколькими способами можно раздать а) 12; б) n конфет Маше и Даше?

6. В классе 25 учеников. Учитель решил назначить двух дежурных. Сколькими способами он может это сделать? А трех дежурных?

7. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 8 различных ладей? А так, чтобы они не били друг друга?

Занятие одиннадцатое. (26.11.2000г.)

Инвариант.

1. На доске записаны числа: единицы и минус-единицы. Очередным ходом стирают два числа, записывая вместо них их произведение. И так до тех пор, пока на доске не останется одно число. Докажите, что оставшееся число не зависит от того, в каком порядке стирали числа.

2. В угловой клетке таблицы 4(4 стоит знак "-", в остальных клетках – плюсы. За один ход разрешается в любой строке или в любом столбце поменять все знаки на противоположные. Можно ли сделать так, чтобы все знаки в таблице стали одинаковыми?

3. На доске в ряд написаны числа 1, 2, 3,…,1999. Можно ли расставить между числами знаки плюс и минус так, чтобы полученная сумма стала равна 999?

Определение: Инвариантом называется свойство системы, не изменяющееся при допустимых преобразованиях системы.

· Что нужно считать системой, что инвариантом, а что допустимыми преобразованиями в задачах 1 – 3?

4. *Круг разбили на шесть секторов. Вначале в каждом секторе лежит по одной монете. Очередным ходом следует передвинуть какую-либо одну монету на соседний сектор. Можно ли за 20 ходов собрать все монеты в одном секторе?

5. *На острове Серобуромалин живут хамелеоны: 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых. Если два хамелеона разных цветов встречаются, то они меняют свой цвет на третий. Может ли так случиться, что все хамелеоны на острове станут одного цвета?

6. На доске написаны числа  1, 2, 3,…, 1989. Разрешается стирать любые два числа, заменяя их разностью (вычитая из большего меньшее), и так несколько раз. Под конец остался один ноль. Докажите, что в вычислениях была допущена ошибка.

7. *По кругу расположены 12 лампочек, каждая из которых может находиться в одном из двух состояний (горит или погашена). За один ход можно одновременно изменить состояние трех любых лампочек, стоящих подряд. Вначале горит ровно одна лампочка. Можно ли сделать так, чтобы все лампочки горели?

8. Решите задачу № 2, если первоначально дана таблица:
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9. Е) Можно ли из таблицы А) получить таблицу D) ?

10. На чудо-яблоне растут бананы и ананасы. Каждый день можно срывать по два плода. Если срываешь два банана или два ананаса, то вырастает один ананас, а если срываешь один банан и один ананас, то вырастает один банан. В итоге на яблоне остался один плод. Какой остался плод, если известно, что вначале на яблоне росло 1998 ананасов и 1999 бананов?

11. *В ряд лежат 5 монет: средняя вверх гербом, а остальные вверх цифрами. За один ход разрешается перевернуть любые три монеты, лежащие подряд. Можно ли добиться того, чтобы

· все монеты лежали вверх цифрами?

· все монеты лежали вверх гербом?

Игры. Выигрышные позиции. Анализ с конца.

1. Имеется две кучки 6 камней и 9 камней. За один ход разрешается взять любое количество камней из первой кучки или поровну камней из обеих кучек. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
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Конь стоит на поле а1. За один ход разрешается передвинуть так, как показано на рисунке. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

3. Имеется две кучки по 7 камней. За один ход разрешается взять один камень из любой кучки либо по одному камню из каждой. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. 

4. Кроме ходов, разрешенных в задаче 3, разрешается еще перекладывать камень из одной кучи в другую. В остальном правила те же.
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*Малыш и Карлсон по очереди двигают короля по шахматной доске; первым ходит Малыш. Ходы разрешенные Малышу: Ходы, разрешенные Карлсону:

Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Вначале король стоит на поле а1.

6. Стрелки на часах показывают 12. Двое делают ходы по очереди, В свой ход можно перевести стрелку на 1 или 2 часа. Выигрывает тот, кто поставит стрелки на 11 часов.

7. Условия те же, но переводить стрелки можно на 7 и 8 часов.

8. Петя и Вася по очереди ставят крестики и нолики в клетки доски 9(9. Первым ходит Петя: он должен поставить крестик в центральную клетку доски, потом Вася ставит нолик в любую из 8 свободных клеток, соседних с центральной. И так далее: свой знак можно поставить в свободную клетку, соседствующую по стороне с занятой клеткой. Выигрывает тот, кто первым займет угловую клетку.

Домашняя работа:

1. Как разрезать квадрат на 5 прямоугольников, чтобы никакие два из них не имели общей стороны?

2. В качестве вещественного доказательства суду были предъявлены 14 монет. Суд знает, что из них 7 монет - настоящие, а остальные 7 монет - фальшивые, весящие меньше настоящих. Адвокат обвиняемого знает, какие именно монеты настоящие, а какие - фальшивые, и хочет убедить в этом суд. Как ему это сделать за 3 взвешивания?

3. Докажите, что последняя ненулевая цифра числа 100! четна. Сколькими нулями заканчивается это число?

4. *Что больше: 5099 или 99! ?

Занятие двенадцатое. (3.12.2000г.)

Решение уравнений в целых числах.

1. На прямой сидит блоха, которая может прыгать на 5 см или 7 см вправо или влево. Сможет ли она сместиться после нескольких прыжков вправо на 3 см от начального положения? Если сможет, то как она должна прыгать?

2. Решите в натуральных числах уравнение 2000x + 513y = 2513.

3. На бесконечной шахматной доске стоит конь. Докажите, что он сможет прискакать в любую клетку.

4. На прямой сидит блоха, которая может прыгать на 5 см влево или на 7 см вправо. В каких точках прямой может побывать эта блоха?

5. Трое крестьян – Игорь, Гоша и Ильдар – пришли на рынок с женами: Ларисой, Екатериной и Ольгой. Известно, что каждый из шестерых заплатил за каждый купленный предмет столько копеек, сколько предметов он купил. Каждый мужчина истратил на 48 копеек больше своей жены. Кроме того, Игорь купил на 9 предметов больше Екатерины, а Гоша – на 7 предметов больше Ларисы. Определите, кто на ком женат.

6. Решите уравнения в целых числах: 

· (2x+y)(5x+3y)=7;
· xy=x+y+3;
· x2=14+y2;
· x2-y2=31;

· x2-y2=303;
· x3+x2+x-3=0.



7. Докажите, что сумма двух простых нечетных чисел, идущих подряд, имеет три различных делителя, отличных от 1 и самой этой суммы.

8. *Целые числа a и b таковы, что 56a=65b. Доказать, что a+b - составное число.

Конструкции на много-мало

Что не запрещено, то разрешено!
0. На одну чашку весов кладется  пять десятикопеечных монет, а на другую – равная по массе пачка стодолларовых купюр. Будут ли весы в равновесии?

1. Может ли и сумма, и произведение нескольких натуральных чисел быть равными 99?

2. Площадь прямоугольника меньше 1 кв.дм. Может ли его периметр быть больше 1 км?

3. На балу было юношей и девушек поровну, было 10 танцев и каждый раз танцевали все.

а) Как могло получиться, что каждый юноша каждый следующий танец танцевал либо с более красивой, либо с более умной девушкой?

б) Как могло получиться, что в дополнение к тому в каждом танце (начиная со второго) был  юноша, который танцевал и с более красивой, и с более умной девушкой?

4. Сумма положительных чисел больше 10. Может ли сумма их квадратов быть меньше 0,1?

5. Раз в месяц директор фирмы предлагает трем своим заместителям  проголосовать за новый список своей и их зарплат. Сам директор не голосует. Те заместители, чью зарплату предлагается увеличить, голосуют за, остальные – против. Предложение принимается большинством голосов. Может ли директор за год добиться, чтобы его зарплата вдесятеро увеличилась, а зарплаты всех заместителей вдесятеро уменьшились?

6. Фирма проработала полгода, подсчитывая свою прибыль каждый месяц. Каждые два подряд идущих месяца суммарная прибыль была отрицательной. а) Может ли суммарная прибыль за все полгода быть положительной? б) А за первые 5 месяцев?

Занятие тринадцатое. (10.12.2000г.)

Задачи на движение и совместную работу.

1. Один ученик может убрать класс за 20 мин, а другой - за 30 мин.  За сколько минут, работая вместе, они могут убрать класс? (12 минут)

2. Через первую трубу в бассейн можно наполнить за 3 часа, а через вторую - за 6 часов. За сколько часов наполнится бассейн через обе эти трубы? (2 часа)

3. На птицеферму привезли корм, которого хватило бы уткам на 30 дней, а гусям на 45 дней. Рассчитайте, на сколько дней хватит привезенного корма и уткам, и гусям вместе. (18 дней)

4. Грузовая машина проезжает расстояние между двумя городами за 30 ч. Однажды грузовая и легковая машины одновременно выехали навстречу  друг другу из этих городов и встретились через 12 ч. За сколько часов легковая машина проехала все расстояние между городами? (20 часов)

5. Два тракториста вспахали поле за 6 часов совместной работы. Первый тракторист мог бы один выполнить ту же работу за 10 часов. За сколько часов второй тракторист может вспахать поле? (15 часов)

6. Одна бригада может выполнить задание за 9 дней, а другая за 12 дней. Первая бригада работала над выполнением этого задания три дня, потом вторая бригада закончила работу. За сколько дней было выполнено задание? (11 дней)

7. Для наполнения водного бассейна устроено два водопроводных крана, из которых первый, действуя один, мог бы наполнить бассейн за  4 ч 30 мин, а второй - за 6 ч 45 мин. Сначала был открыт только  первый кран на то время, в течение которого оба крана могли бы наполнить бассейн. После этого, не закрывая первый кран, открыли второй кран. Через сколько времени после открытия второго крана  наполнился бассейн? (1.08 часа)

8. Чтобы выкачать из цистерны нефть, поставили два насоса различной  мощности. Если бы действовали оба насоса, то цистерна оказалась бы пустой через 12 минут. Оба действовали вместе в течение 4 минут, после чего работал только второй насос, который через 24 минуты  выкачал всю остальную нефть. За сколько минут каждый насос,  действуя отдельно, мог бы выкачать всю нефть из цистерны? (18 и 36 минут)

9. На кольцевой линии метро курсируют 8 электропоездов, которые двигаются с одинаковой скоростью и через равные промежутки времени. Сколько нужно добавить поездов, чтобы при такой же скорости движения промежутки времени между поездами сократились на 
[image: image4.wmf]5
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? Как изменится ответ задачи, если линия метро будет не кольцевая, а прямолинейная?

10. Лишившись "оппель - адмирала", Штирлиц шел вдоль трамвайной линии. Каждые 15 минут его обгонял трамвай, а каждые 5 минут трамвай попадался  навстречу. Штилиц задумался: "Сколько же времени придется ждать трамвая на остановке тому, у кого хватает пфеннигов на такую роскошь - поездку на трамвае ?"

11. Игорь живет на третьем этаже и не пользуется лифтом. Квартира Вадика  находится в три раза выше, а Олег живет этажом ниже Вадика. Вечером  друзья вместе идут пешком до квартиры Игоря, а дальше Вадик и Олег  поднимаются на лифте. Олег выходит из лифта вместе с Вадиком и идет  домой. Сколько за день ступенек проходит каждый из них, если на этаж  приходится по 20 ступенек? На каких этажах живут Вадик и Олег?

12. Ежедневно в 12.00 дня из Ливерпуля в Бразилию отплывает судно и плывет ровно 7 суток. Одновременно из Бразилии в Ливерпуль по тому же маршруту также отплывает судно и плывет с той же скоростью. Сколько судов этой линии встретит корабль, пока он плывет от Ливерпуля до Бразилии?

13. На линии Гонконг - Сан-Франциско курсируют через равные промежутки времени и с постоянными скоростями грузовые суда. Быстроходный крейсер, проплывший по этом маршруту, за 5 дней встретил 26 судов этой линии и 6 судов обогнал. Сколько времени проходит между отправлениями двух судов из порта Гонконга ?

14. Штирлиц гнал машину по шоссе. Он был в мундире, и полицейские его не останавливали. Навстречу ему на базу через равные промежутки времени шли танки - зеленые, а с базы возвращались белые, перекрашенные на зиму. Кэт, сидевшая позади Штирлица, за 6 минут насчитала 21 зеленый танк и 9 белых. Затем дорога пошла плохая. Она была разбита авиацией  союзников и наскоро залатана. По радару, вмонтированному в приборную доску машины, Кэт определила, что танки и здесь шли с прежней скоростью, а "оппель - адмирал" Штирлица едва тащился, отставая от танков. За 2 минуты Кэт насчитала 5 зеленых танков и спохватилась: она забыла считать белые танки! Помогите Кэт. Сколько белых танков она должна была увидеть на этом участке дороги?

Числовые закономерности.

Найти закономерность:

1.  1, 4, 9,      , 25, …

2.  2, 3, 5, 7,     , 13,…

3.  1, 3, 6, 10,     , 21, 28...

4.  7, 17, 37, 77,       , 317...

5.  1, 1, 1, 3, 5, 9, 17,      , 57 ...

6.  1, 3, 7, 13, 21,         , 43 ...
7.  1, 1, 2, 3, 5,       , 13, …

Занятие четырнадцатое (17.12.2000г)

Математический бой.

1. Обозначим р(а) произведение цифр натурального числа а. Вычислите р(1000)+р(1001)+р(1002)+…+р(2000).

2. Раскрасьте клетки таблицы 3(3 в максимальное число цветов (каждую клетку одним цветом) так, чтобы для любых двух цветов нашлись клетки этих цветов, имеющие общую сторону.
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На шахматной доске 11 коней не бьют друг друга. Докажите, что можно поставить еще одного коня так, что кони не станут бить друг друга.

4. На какое минимальное число прямоугольников можно разрезать фигуру как на рисунке?

5. По кругу рыцари и лжецы - всего 12 человек. Рыцари всегда говорят правду, а лжецы всегда лгут. Каждый из них сделал заявление: "Все, кроме быть может, меня и моих соседей - лжецы." Сколько рыцарей за столом?

6. На супер-олимпиаде трем школьникам было предложено 100 задач, и каждую кто-нибудь да решил. Всего каждый решил по 60 задач. Назовем задачу трудной, если ее решил всего один человек, и легкой – если трое. Каких задач больше: легких или трудных, и на сколько?
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В отрывном календаре оторвали листок и положили на следующий так, как показано на рисунке. Какая часть нижнего листка больше – закрытая или незакрытая?

8. Дан правильный 45-угольник. Можно ли расставить в его вершинах цифры 0, 1, 2,…, 9 так, чтобы для любой пары цифр (i, j) нашлась сторона 45-угольника, концы которой занумерованы цифрами i и j?

Второй семестр.

Занятие первое. (4.02.2001г.)

Делимость.

Можно делить по честному, а можно по братски…
(народная мудрость)

Докажите свойства делимости:

1. Если c и d оба делятся на b, то а) c+d делится на b; б)  c-d  делится на b. 
(Краткая запись:   b|c,   b|d   =>  b|(c+d),  b|(c-d)    )

2. a|a.

3. 0 делится на любое число.

4. Пусть r - целое число, b|a => b|ar.

5. b|a,    c|b    =>      c|a.
6. Из утверждений "число a делится на 4", "число a делится  на  12", "число a делится на 16", "число a делится на 40" только одно верное. Какое?

7. Докажите, что сумма семи последовательных чисел делится на 7.

8. Ковбой Джо попросил у бармена 3 пачки сигарет "Кэмел", 6  коробок спичек и трубку за 9 долларов 45 центов. Бармен насчитал за все 12  долларов 70 центов, после чего Джо вынул револьвер. Джо не знает, почем сигареты и спички. Как он догадался, что бармен хочет его обсчитать?
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Если a делится на 17, а b - нет, то верно ли, что а) a+b делится на 17 б) a-b делится на 17 в) ab делится на 17?

10. Можно ли шахматную доску разрезать на такие одинаковые фигурки?

11. Взяли 4 целых числа и каждое сложили с каждым. Получилось 6  чисел. Может ли сумма этих 6 чисел быть равной 100?

12. Докажите, что если каждое из двух целых чисел является делителем другого, то модули этих чисел равны.

13. Сколькими нулями оканчивается число 1995! ? Четна или нечетна последняя его ненулевая цифра?

14. Докажите. что если ab и a+b делятся на с , то a3+b3 делится на с2.

15. Докажите, что при любом натуральном n число 4n + 15n – 1 делится на 9.

16. 56а=65с . Доказать, что а+с делится на 11.

Геометрия. Признаки равенства треугольников.

1. На сколько частей могут разделить плоскость две прямые?

2. На сколько прямых могут разделить плоскость четыре прямые? (Учтите, что если прямая пересекает какую-то прямую, то она пересекает и параллельную ей).

3. Два брата отправились в лес по грибы. Лес пересекает дорога. Пока братья ходили по лесу, они неоднократно переходили через дорогу, причем старший брат сделал это на 3 раза больше, чем младший. Как вы думаете, по одну сторону дороги они оказались или по разные?

4. Медиана треугольника делит его периметр пополам. Докажите, что треугольник равнобедренный.

5. Медиана АМ треугольника АВС перпендикулярна его биссектрисе ВК. Найдите АВ, если ВС=12.

6. Равны ли треугольники а) по двум сторонам и углу; б) по стороне и двум углам?

7. Две высоты треугольника равны между собой. Докажите, что треугольник равнобедренный.

8. ?Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке.

9. ?Докажите, что серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересекаются в одной точке.

10. Докажите, что в треугольнике против большей стороны лежит больший угол.

11. Докажите, что если в треугольнике один угол равен 120(, то треугольник, образованный основаниями его биссектрис, прямоугольный.

Домашнее задание (всегда письменно!):

1. Доказать, что в прямоугольном треугольнике медиана, проведенная из прямого угла, равна половине гипотенузы.

2. Найти сумму острых углов пятиугольной звезды; семиугольной звезды.

3. Доказать, что можно разрезать квадрат на а) 6 б) 7 в) 8 квадратов г) любое число квадратов, большее 5.

4. Может ли наименьшее общее кратное двух чисел равняться их сумме?

5. Количество натуральных делителей некоторого числа нечетно. Докажите, что это число – полный квадрат.

6. Натуральное число возвели в квадрат. Может ли результат оканчиваться на 66?

7. Докажите, что число, записываемое 27 единицами, делится на 27.

8. У царя Дадона в одиночных камерах сидели 100 пленников. Поворот ручки отпирает каждую камеру,  следующий поворот запирает, еще один снова отпирает и т.д. К празднику царь решил освободить часть пленников и накануне послал слугу, который повернул ручку на дверях каждой камеры. Все двери оказались отперты. Но тут пришел второй посыльный и повернул ручку каждой второй камеры. Двери 2-й, 4-й, 6‑й,…камер вновь оказались заперты. Следующий посланец повернул ручки 3-й, 6-й, 9-й, 12-й и т.д. камер. Еще один – в каждой четвертой камере. То же повторяли следующие посланцы вплоть до сотого, повернувшего ручку сотой камеры. Наконец наступил праздник, и сидевшие в открытых камерах вышли на свободу. Сколько пленников освободил Дадон?

Занятие второе. (11.02.2001г.)

Делимость. Понятие остатка.

Остатки сладки.

1. Каков остаток при делении на 7 числа 12, 44, 49, -7, -1? 
2. x = 100·k – 16, k – целое. Чему равны частное и остаток при делении x а) на 100; б) на 5?
3. Может ли так быть, что при делении одного числа на другое получается два разных остатка?
4. Число а делится на b, если оно делится на b с остатком 0.
Арифметика остатков:

1. Остаток суммы равен остатку суммы остатков. Остаток разности равен остатку разности остатков.

2. Остаток произведения равен произведению остатков.

5. Не находя суммы 52715223+71337651+53258554+633164334+71574116+4325988, выберите верный ответ: 
а)886375457;
б)886375478;
в)886375866;
г)86375942. (арифметика-1)

6. Какие из утверждений верны:

а) если число при делении на 8 дает остаток 3, то при делении на 4 оно также дает остаток 3;

б)(если число при делении на 4 дает остаток 3, то при делении на 8 остаток сохраняется;

в) если число при делении на 15 дает остаток 7, то при делении на 5 остаток не равен 3;

г) если число при делении на 15 дает остаток 3, то при делении на 9 остаток не равен 6?

7. Найдите последнюю цифру числа а) 20012001; б) 54949; в) 345673376543; г)
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8. Найдите две последние цифры числа а) 19992000; б) 162000. 
9. а) Доказать, что квадрат любого натурального числа либо делится на 9, либо дает при делении на 3 остаток 1.

б) Доказать, что квадрат любого натурального числа при делении на 4 дает остатки либо 0, либо 1. (арифметика-2)

10. Докажите, что Екатерина Георгиевна должна отпраздновать свое 28-летие в такой же день недели, в какой она родилась.
11. Пушкин родился 6 июня 1799 года (по новому стилю). Какой это день недели (учтите, что 1800-й и 1900-й годы не были високосными)?
12. Найдите остаток от деления числа 1997·1998·1999 + 20003 на 7.
13. Найдите p, если:

а) p, p + 10, p + 14 – простые числа;
б) p, 2·p + 1, 4·p + 1 – простые числа.
Геометрия. Признаки равенства треугольников. Задачи на построение.

Постройте треугольник по:

12. Двум сторонам и высоте, проведенным из одной вершины.

13. По стороне и высотам, проведенным к двум другим сторонам.

14. По углу, высоте и биссектрисе, проведенным из вершины этого угла.

15. По стороне, медиане, проведенной к этой стороне и высоте, опущенной на другую сторону.

16. Через данную точку проведите прямую, пересекающую две данные прямые под равными углами.

17. Дана прямая l и точки А и В по разные стороны от l. Постройте точку С на прямой l, так чтобы l была биссектрисой угла АСВ.

18. Дана прямая l и точки А и В по одну сторону от нее. Постройте точку С на l, так чтобы луч света, выпущенный из А, отразившись от l в точке С, попал бы в точку В.

19. Внутри острого угла даны точки М и N. Как из точки м направить луч света, чтобы он, отразившись последовательно от сторон угла, попал в точку N.

Домашнее задание (всегда письменно!):

1. Докажите, что в треугольнике против большей стороны лежит больший угол.

2. Найдите последнюю ненулевую цифру числа 2000!

3. Постройте биссектрису угла, вершина которого не помещается на листке.

4. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

5. Разделите пополам данный отрезок, если есть линейка и сломанный циркуль, позволяющий изображать окружность только одного радиуса, причем этот радиус меньше половины отрезка.

6. На поле растут деревья с золотыми монетами (на разных деревьях может быть разное число монет!). Каждую ночь на каждом дереве вырастает одна монета. 1 марта на деревьях было всего 2000 монет. В марте Буратино посадил еще одно дерево, и 31 марта на деревьях оказалось всего 2993 монеты. В какой день Буратино посадил дерево?

7. Натуральные числа x, y, z таковы, что x2 + y2 = z2. Докажите, что одно из них делится а) на 2; б) на 3; в) на 5.

Занятие третье. (18.02.2001г.)

Раскраски.

1. Фигура "верблюд" ходит по доске 10(10 на три клетки по вертикали и одну по горизонтали, или на три по горизонтали и одну по вертикали. Можно ли пройти "верблюдом" с какого-то исходного поля на соседнее с ним по стороне?

2. В каждой клетке на доске 7(7 сидит жук. По команде все жуки переползают на соседние по стороне клетки. Доказать, что после этого какая-то клетка останется пустой.

3. Курсанты военного училища, что рядом с 64-ой школой, стоят на плацу в виде квадрата 9(9, и у каждого из них пьет кровь комар. В момент подъема флага все комары взлетают и садятся на соседнего по диагонали человека. Докажите, что после такого массового перелета по крайней мере девятерых страдальцев никто не будет кусать.
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В кружочках на рисунке расположены цифры от 1 до 6. За один ход разрешается выбрать любую пару соседних (т.е. соединенных отрезками) чисел и прибавить к каждому из них одно и то же целое число (оно может меняться от шага к шагу). Можно ли из совокупности чисел А получить совокупность чисел Б?

5. Докажите, что доску 8(8 нельзя замостить 15 фигурками 1(4 и одной фигуркой из четырех клеток в форме буквы "Г".

6. Докажите, что квадрат 6(6 нельзя разрезать на 11 прямоугольников 1(3 и один уголок из трех клеток.

7. Дно прямоугольной коробки выложено плитками 2(2 и 1(4. Плитки высыпали из коробки и потеряли одну плитку 2(2. Вместо нее достали плитку 1(4. Докажите, что выложить дно коробки плитками теперь не удастся.

8. На доске 8(8 в левом нижнем углу в виде квадрата 3(3 лежат 9 фишек. За ход разрешается какой-нибудь одной фишке перепрыгнуть через какую-нибудь другую (не обязательно соседнюю) фишку на клетку, симметричную первой фишке относительно второй (если эта клетка свободна). Можно ли после нескольких таких ходов собрать все фишки в квадрате 3(3 а) в левом верхнем углу доски; б) в правом верхнем углу доски?

9. Из доски 248(198 вырезали 1999 крестиков из пяти клеток. Докажите, что из оставшейся части можно вырезать еще один такой крестик.
Принцип крайнего

Я самый, самый, самый, самый …

1. Среди всех учеников 6 класса прошло соревнование по перетягиванию каната, в результате все оказались занесены в список по убыванию силы. Владимир Владимирович задумался: верно ли, что любые трое перетянут любых двоих. За сколько перетягиваний он сможет это установить?

2. На шахматной доске стоит несколько ладей. Докажите, что какая-то из ладей бьет не более двух других.

3. По кругу выписаны несколько чисел, каждое равно полусумме двух соседних. Докажите, что все числа равны.

4. Шахматная доска разбита на домино. Докажите, что какая-то пара домино образует квадратик 2(2.

5. Кубик Рубика 3(3(3 надо распилить на единичные кубики. После распила части можно перекладывать и прикладывать так, чтобы можно было пилить несколько частей одновременно. Докажите, что понадобится не менее 6 прямых распилов.

6. Семь грибников собрали вместе 100 грибов, причем каждый собрал разное количество. Докажите, что какие-то три грибника собрали вместе не менее 50 грибов.

7. Известно, что если у двух жителей с.Малиновка поровну знакомых среди односельчан, то общих знакомых у них нет. Докажите, что найдется житель, у которого ровно один знакомый односельчанин.

Домашняя работа (всегда письменно).

Часть 1. Алгоритмы.

1. Двое мальчиков катались на лодке. К берегу подошел отряд солдат. Лодка так мала, что на ней могли переправиться двое мальчиков или только один солдат. Однако солдаты переправились через реку. Как?

2. По целым точкам числовой оси прыгает кузнечик. Он может прыгать на 3 вперед или на 2 назад. Как ему пропрыгать по числам от 1 до 1000 ровно по одному разу?

3. Число 1999! заменили на его сумму цифр. Полученное число снова заменили на его сумму цифр, и т.д. а) Докажите, что рано или поздно получится однозначное число. б) Найдите это число.

Часть 2. Теория чисел.

4. Докажите, что если четное число умножить на любое, то получится четное число, а при умножении двух нечетных чисел получится нечетное число.

5. Докажите, что при умножении чисел последняя цифра их произведения равна последней цифре произведения их последних цифр. 

6. *Докажите, что остаток произведения равен остатку произведения остатков. (15 баллов)
Занятие четвертое. (25.02.2001г.)

Разрезания и теорема Пифагора

1. Разрежьте 5-клеточный крест на части и сложите из них квадрат.

2. Можно ли разрезать квадрат 8(8 на части, из которых складывается прямоугольник 5(13?

3. Разрежьте квадрат 7(7 на

а) квадраты 4(4, квадрат 3(3 и 4 равных прямоугольных треугольника;

б) один квадрат и 4 прямоугольных треугольника, равных треугольникам из (а);

в) Найдите размер квадрата в (б).

4. Даны 4 прямоугольных треугольника с катетами a, b и гипотенузой c. Докажите, что добавив к ним а) один квадрат со стороной c; б) два квадрата со сторонами a и b, можно будет составить квадрат со стороной a+b.

(Теорема Пифагора) 
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5. Разрежьте квадрат а) на равные квадраты; б) на равные треугольники, из которых составьте два различных квадрата.

6. Как отложить отрезок, равный 
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 клеточек?

Определение: Перекроить = разрезать на части и сложить из них.

7. Перекроите квадрат в 8 равных квадратов.

8. Перекроите квадрат а) в три квадрата; б) в три различных квадрата.

9. Разрежьте прямоугольник 1(5 на 5 частей, из которых сложите квадрат.

10. Перекроите квадрат в 5 равных квадратов.

11. * Разрежьте квадрат на равные части, из которых сложите три различных квадрата.

Занятие пятое. (4.03.2001г.)

Делимость и остатки. Признаки делимости.

1. Сформулируйте признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 9, 10, 25, 50, 100.

2. Сформулируйте признак делимости на 11.

3. Почему верны признаки делимости на 2, 5, 10, 25, 50, 100?

4. Почему всякое число вида 10…0 при делении на 9 дает в остатке 1? 

5. Какой остаток при делении на 9 дает число вида А0…0? А при делении на 3?

6. Докажите признак делимости на 9 и на 3.

7. Как проверить, делится ли число на а) 6 б) 12 в) 15 г) 18 д) 30 е) 45 ж) 75 з) 225?

8. Какой остаток дает при делении на 11 число вида 10…0, если у него а) четное б) нечетное число нулей?

9. Докажите признак делимости на 11: число делится на 11 тогда и только тогда, когда знакопеременная сумма его цифр делится на 11. (Если перед всеми цифрами числа поставить знаки + и -, чередуя их, и начиная с плюса перед последней цифрой, то значение полученного выражения будет называться знакопеременной суммой цифр числа.)

10. Разделим число на двузначные числа, начиная с конца. (Если цифр не хватает, допишем спереди 0). Найдем сумму таких двузначных чисел. Докажите, что число делится на 11 тогда и только тогда, когда такая сумма делится на 11.

Геометрия. Геометрические неравенства.

Бродя зигзагами удачи, 
Что не приводят нас домой, 
Ты вспомни, что наикратчайший 
И самый легкий путь - прямой.

1. Доказать, что каждая сторона четырехугольника меньше суммы трех других сторон. 

2. Доказать, что высота неравнобедренного прямоугольного треугольника, проведенная к гипотенузе, меньше половины гипотенузы.

3. [image: image57.png]


Где надо построить колодец в деревне с четырьмя домами, расположенными как указано на рисунке, чтобы жителям носить воду как можно меньше.

4. Докажите, что в выпуклом четырехугольнике сумма диагоналей больше полупериметра, но меньше периметра этого четырехугольника.

5. [image: image58.png]


Баянист дядя Вася и доярка тетя Глаша живут в разных деревнях. Где им назначить встречу у реки, протекающей неподалеку, чтобы дяде Ване, который как истинный джентльмен пойдет провожать тетю Глашу после свидания, ходить как можно меньше?

6. Даны точки А и В. Где на плоскости находятся точки, расстояние от которых до А меньше, чем до В.

7. Докажите, что сумма расстояний от точки внутри треугольника до его вершин больше полупериметра, но меньше периметра этого треугольника.

8. Дан равнобедренный треугольник с углом 20( при вершине. Доказать, что его боковая сторона больше удвоенного основания.

9. Две высоты треугольника равны 12 и 20. Докажите, что третья высота меньше 30.

10. На отрезке АВ дано п точек. Докажите, что сумма расстояний от некоторой точки отрезка до этих точек не меньше п/2.

Домашняя работа (всегда письменно).

1. Из данного числа вычли число, полученное из данного перестановкой цифр. Докажите, что получившаяся разность делится на 9. (Если сразу доказать это не получится, попробуйте сначала взять двузначное число в качестве данного, потом - трехзначное.)

2. Попробуйте сформулировать признаки делимости на 99, 101. 

3. (Попробуйте придумать какие-нибудь свои признаки делимости (на числа, которые мы не изучали), или можете где-нибудь прочитать про новые признаки делимости.

4. В десятизначном числе все цифры встречаются по одному разу. Может ли оно делиться на 11?

5. Придумайте, как опровергнуть такой признак делимости на 27: Число делится на 27, если сумма его цифр делится на 27.

6. В треугольнике две высоты не меньше сторон, к которым они проведены. Найти углы треугольника.

Занятие шестое. (11.03.2001г.)

Делимость и остатки. Алгоритм Евклида.

1. Пусть P и Q – различные простые числа. Сколько делителей у числа 1) PQ; 2) P2Q; 3) PQ2; 4) PnQm ?
2. Известно, что 56А = 65В. Докажите, что А+В – составное число.

3. Докажите, что для любых натуральных чисел А и В верно равенство 
НОД(A, B) НОК(A, B)=АВ
4. Пусть А делится на В. Докажите что НОД(А,В)=В

5. Пусть А < В. Докажите, что НОД(А, В)= НОД(А, В-А)

6. Пусть В = КА + R, где R < А – остаток от деления В на А. Докажите, что НОД(А, В)=НОД(R, А)

Алгоритм Евклида. Чтобы найти НОД двух чисел А и В (А<В), надо действовать следующим образом: 1. Найти остаток от деления числа В на числа А (число R). Если R=0, то НОД(А, В)=А. Если R(0, НОД(А, В)=НОД(R, А). 2. Далее ищем НОД(R, А) таким же способом, постепенно уменьшая числа, НОД которых надо искать.

7. Найдите НОД следующих чисел: 1) 1998 и 8991; 2) 7387 и 82861; 3) 409457 и 938561.

8. Найдите наибольший общий делитель чисел 2А+13 и А+7
9. Найдите НОД(2100-1, 2120-1)

Геометрия. Площади.

1. [image: image59.png]


Лариса Ивановна и Виктор Яковлевич делят квадратный пирог. Виктор Яковлевич отмечает внутри пирога точку, а Лариса Ивановна соединяет ее отрезками со всеми вершинами квадрата и забирает себе любые два куска, не имеющие общих сторон. Как должен действовать Виктор Яковлевич, чтобы получить побольше пирога?

2. Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми вершинами (см. рис. 1). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь?

3. [image: image60.png]o



Найдите площади фигур, изображенных на рисунке 2.

4. а) Через каждую вершину выпуклого четырехугольника проведена прямая, параллельная его диагонали. Докажите, что полученный параллелограмм по площади вдвое больше четырехугольника.

б) Середины соседних сторон выпуклого четырехугольника соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного четырехугольника вдвое меньше площади данного.

5. Существует ли такой треугольник, что а) все его стороны больше 1 км, а площадь меньше 1 см2; б) все его высоты меньше 1 см, а площадь больше 1 км2; в) все стороны треугольника меньше 1 см, а его площадь больше 1 см2.

6. Докажите, что для площади S треугольника со сторонами а, b, c имеет место неравенство S ( ab/2;

7. а) Докажите, что медиана разбивает треугольник на два равновеликих треугольника.

б) В треугольнике проведены все три медианы, которые разбивают его на шесть треугольников. Докажите, что площади полученных треугольников равны.

8. Докажите, что площадь трапеции равна произведению полусуммы оснований на расстояние между ними.

Домашняя работа.

1. [image: image61.png]


Квадрат разрезан прямыми, параллельными его сторонам, на прямоугольники, которые раскрашены в черный и белый цвета в шахматном порядке (см. рисунок). При этом оказалось, что общая площадь черных прямоугольников равна площади белых прямоугольников. Докажите, что прямоугольники можно переместить так, что все черные прямоугольники составят один прямоугольник.

2. Докажите, что дробь  10n+6/2n+1 несократима ни при каком целом n.

3. Докажите. что если ab и a+b делятся на с , то a3+b3 делится на с2.

4. *Докажите, что при любом натуральном n число 

 делится на 3n+1.

5. В кружке у любого члена имеется один друг и один враг. Доказать, что а) число членов кружка четно. б) кружок можно разделить на 2 нейтральных кружка (т.е. таких кружка, где ни у кого нет ни друзей, ни врагов).

6. Докажите, что среди любых р чисел найдутся два, разность которых делится на р-1.

7. Доказать, что существует число, записанное одними единицами, которое делится на 1997.

Занятие седьмое. (11.03.2001г.)

Количество разума на земле величина постоянная,
А население растет…

1. Разменный автомат меняет одну монету на пять других. Можно ли с его помощью разменять одну монету на 26 монет?

2. На доске написаны числа от 1 до 20. Можно стереть любые два числа a и b и записать число а) a+b; б) ab; в) a+b-2. Какое число получится в итоге?

3. В столе стоят 50 стаканов, из них 25 – вверх дном. Сможет ли сторож дядя Вася, переворачивая по 4 стакана, получить все стаканы стоящими так, чтобы можно было налить в них священный напиток?

4. На шахматной доске разрешается за один ход перекрашивать все клетки в одной строке или в одном столбце. Может ли после нескольких ходов остаться ровно одна белая клетка?

5. В алфавите языка племени УЫУ две буквы: У и Ы, причем этот язык обладает интересным свойством: если из слова выкинуть стоящие рядом буквы УЫ и УЫУУ, то смысл слова не изменится. Точно так же смысл слова не меняется при добавлении в любое место слова буквосочетаний УУ, ЫЫУУЫЫ и УЫЫУ. Можно ли утверждать, что слова УЫЫ и УЫУЫ имеют одинаковый смысл?

6. 6 детей из 7-го класса стоят по кругу, и на каждом из них сидит комар. Время от времени какие-то 2 комара перелетают на соседнего ребенка – один по часовой стрелке, а другой – против. Могут ли все комары собраться на одном несчастном?

7. Алеша Попович, Добрыня Никитич и Илья Муромец играют в игру. По очереди они приезжают к Змею Горынычу и срубают ему головы. Алеша может срубить 1 или 3 головы, Добрыня – 1 или 6 голов, а Илья – 9 или 10 голов. Если Змею срубить всего одну голову, то у него заново вырастает 4 головы. Выигрывает тот, кто уложит Змея. Кто выигрывает при правильной игре, если у Змея: а) 1999; б) 2000; в) 2001 голова?
8. Три кузнечика на плоскости (не находящиеся на одной прямой) играют в чехарду. Каждую секунду один из них прыгает через какого-то другого. Могут ли они через 25 секунд оказаться на своих первоначальных местах?

9. Квадратное поле разбито на 100 одинаковых участков, 9 из которых поросли бурьяном. Известно, что бурьян за год распространяется на те и только те участки, у которых не менее 2-х соседних (то есть имеющих общую сторону) участков уже поросли бурьяном. Докажите, что поле никогда не зарастет бурьяном полностью.

10. В вершинах правильного 12-угольника расставлены числа +1 и –1 так, что во всех вершинах, кроме одной, стоят +1. Разрешается менять знак в любых k подряд идущих вершинах. Можно ли такими действиями добиться того, чтобы единственное число –1 сдвинулось в соседнюю с исходной вершину при а) k=3; б) k=4; в) k=6; г) k=11?
Комбинаторика.

1. В русском алфавите 20 согласных и 10 гласных букв. Сколько можно составить слогов из двух букв, одна из которых согласная, а вторая - гласная?

2. Сколько существует четырехзначных чисел, в записи которых встречаются только цифры 1, 3, 5?

3. В футбольной сборной 11 человек. Сколькими способами можно выбрать капитана и его заместителя из этих 11-и?

4. У радуги 7 цветов. Сколько можно составить 3-цветных флагов, 

a) если все три цвета должны быть различны?

b) если разные - только рядом стоящие полосы?

5. Имеется правильный 11-угольник. Сколькими способами можно раскрасить 5 из его вершин в 5 разных цветов?

6. Сколько существует 6-значных чисел, в записи которых все цифры различны?

7. Сколькими способами можно выписать в колонку фамилии семи учеников (все фамилии различны)?

8. Сколько существует 5-значных чисел, делящихся на 4, в записи которых не используются цифры 0, 4, 6, 8?

9. Сколько есть 5-значных чисел, в записи которых есть хотя бы одна четная цифра?

10. Сколько существует перестановок букв в слове МАРС? БАУНТИ?

11. Сколькими способами можно расположить на шахматной доске 8 ладей так, чтобы они не били друг друга?

12. Рассмотрим цифры 0, 1,..., 9. Сколько существует последовательностей этих цифр (перестановок) таких, что цифры 0 и1 не стояли  бы рядом?

13. Сколько существует 7-значных чисел, в записи которых встречается по крайней мере одна из цифр 0, 1, 2?

14. Алфавит племени Мумбо-Юмбо состоит из 10 букв. Словом называется любая последовательность букв, в которой никакая буква не встречается 3 раза подряд. Сколько существует слов, состоящих не более, чем из 4-х букв?

15. Каждая из 10000 карточек занумерована последовательностью из 4-х цифр (от 0000 до 9999). Сколько существует “счастливых” карточек (сумма первых двух цифр равна сумме двух последних цифр) ?

Подсказка:

c) число решений x+y=n?

d) число решений x+y=z+t=n?

Занятие восьмое. (25.03.2001г.)

Треугольник Паскаля.

1. Том Сойер красит забор у тетушки Полли, состоящий из 2000 досок. Причем некоторые доски Том может забыть покрасить… Сколькими способами изобретательный маляр может окрасить этот забор?

2. Сколькими способами можно выбрать из n школьников k для участия в олимпиаде? А сколькими способами можно выбрать из этих же n школьников n – k  школьников, в этой олимпиаде не участвующих?

3. а) У Вовочки n одноклассников. Для хорошего дела требуется набрать команду из k человек так, чтобы Вовочка в нее не попал. Сколькими способами это можно сделать? 

б) А для плохого дела нужна компания из m человек, в которой Вовочка будет атаманом. Сколькими способами можно собрать такую банду (в классе, кроме Вовочки, по-прежнему n человек)?

4. Доказать следующие свойства сочетаний: а) 
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5. Даны 5 разноцветных шариков. Сколько существует различных способов разделить эти шарики между Петей и Васей (любому из них может достаться и ноль шариков)?

6. Докажите, что 
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7. [image: image62.png]


На рисунке 1 дан план города Энска. На всех улицах введено одностороннее движение: можно ехать только "вправо" или "вверх". Сколько есть разных маршрутов, ведущих от дома Виктора к дому Рустама?

8. Хромой король ходит по клетчатой доске на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева направо, а строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3… Обозначим клетку (m, n), если она находится на пересечении m-го столбца и n-ной строки. Докажите, что количество путей, ведущих из клетки (0, 0) в клетку (m, n), равно 
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9. Докажите, что из n семиклассников можно выбрать четное число школьников 2n–1 способами.

10. Докажите, что 
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11. Докажите, что каждое число А в треугольнике Паскаля, уменьшенное  на 1, равно сумме всех чисел, заполняющих параллелограмм, ограниченный теми правой и левой диагоналями, на пересечении которых стоит число А (сами эти диагонали в рассматриваемый параллелограмм не включаются) (рис. 4).

12. Докажите, что 
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Разные задачи.

1. Парламент состоит из двух одинаковых палат. В голосовании участвовали все депутаты, воздержавшихся не было. Когда объявили, что решение принято с перевесом в 23 голоса, то аппозиция заявила о фальсификации результатов. Справедливы ли их претензии?

2. В квадрате 7х7 на клетке a2 сидит гусеница. Она переползает из одной клетки в другую только по границе. Сможет ли она попасть в центр квадрата, побывав в каждой клетке по одному разу?

3. Город Дивград расположен на 7 островах. Для улучшения сообщения между ними президент города приказал министрам построить мосты между островами так, чтобы из каждого острова выходило по три моста. Смогут ли министры выполнить этот приказ?

4. Гастроном продал в первый день 1\2 всех гусей и еще пол гуся, во второй 1\3 остатка и еще одну треть гуся, на третий-1\4 нового остатка и еще 3\4 гуся, на четвертый – 1\5 остатка и еще одну пятую гуся. На пятый день в гастрономе осталось 19 гусей. Сколько их было первоначально?

5. После представления “Ревизора” состоялся следующий диалог:

Бобчинский: “Это вы, Петр Иванович, первый сказали “Э!”. Вы сами так говорили!”

Добчинский: “Нет, Петр Иванович, я так не говорил. Это Вы семгу первый заказали. Вы и сказали ” Э!”. А у меня зуб во рту со свистом!”

Бобчинский: “Что я первый семгу заказал, верно. И верно, что у Вас зуб со свистом. А все-таки Вы первый сказали “Э!”.

Кто первый сказал “Э!”, если из девяти произнесенных фраз-утверждений четное число верных?

Домашняя работа.

1. Вспомнить материал, который мы проходили в первом семестре и доказать теорему о деревьях:

Пусть Г - граф, у которого п вершин и т ребер. Следующие условия эквивалентны:

1. Г - дерево.

2. Г - связный граф и т=п-1.

3. В Г нет циклов и т=п-1.

4. В Г нет циклов, но если соединить ребром две его несоединенные вершины, то в полученном графе будет ровно 1 цикл.

5. Любые две вершины графа соединены ровно одним путем.

Занятие девятое (1.04.2001г).

Аукцион.

1. За один ход можно поменять местами либо две соседние буквы, либо две буквы, стоящие через одну. Преобразовать слово АПЕЛЬСИН в слово СПАНИЕЛЬ за как можно меньшее число ходов.

2. Расставить на шахматной доске как можно меньше коней так, чтобы они били все черные поля.

3. Получить число 2001 с помощью как можно меньшего количества единиц.

4. Получить число 2001 с помощью как можно меньшего количества одинаковых цифр.

5. Внутри квадрата 10(10 клеток расположите без наложений друг на друга как можно больше фигурок, изображенных на рисунке справа.

6. Каким наименьшим числом разрезов можно рассечь куб 5(5(5 на 125 единичных кубиков, если куски можно класть друг на друга?

7. Найдите как можно больше прямоугольных треугольников, стороны которых выражаются целыми числами и не превосходят 100. (Здесь каждый новый ответ является улучшением уже сказанного)

8. Малыш съедает кусок торта за 4 минуты, выпивает стакан молока за 5 минут и съедает  банку варенья за 6 минут. Карлсон  съедает кусок торта за 3 минуты, выпивает стакан молока за 1 минуту и съедает банку варенья за 2 минуты, а Фрекен Бок тратит на эти вкусности 3, 4 и 5 минут соответственно. За какое наименьшее время они втроем осилят завтрак из трех кусочков торта, 3 стаканов молока и банки варенья?

Занятие десятое. (8.04.2001г.)

Ах эти числа, числа, числа...

1. Путешественник вышел из гостиницы в 3 часа дня, нигде не останавливался, вернулся в гостиницу в 9 вечера, дошел до пункта А, а затем той же дорогой ( обратно. На ровном участке его скорость 4 км/час, в гору ( 3км/час, а под гору ( 6 км/час. Какое расстояние он прошел?

2. а) Числитель и знаменатель дроби ( двузначные числа, отличающиеся только перестановкой цифр. Какое наименьшее значение может иметь такая дробь?

   б) Числитель и знаменатель дроби ( трехзначные числа, отличающиеся только перестановкой цифр. Какое наименьшее значение может иметь такая дробь?

3. Магазин продает каждую тарелку на два рубля дороже её оптовой цены. Оптовая цена упаковки 90 рублей. Когда упаковку привезли в магазин, то оказалось, что две тарелки разбились. Поэтому прибыль составила (за эту упаковку) 14 рублей. Сколько тарелок в упаковке?

4. *Докажите, что существует полный квадрат, в десятичной записи которого первые 1998 цифр слева ( это единицы.

5. Можно ли расставить по окружности числа 1, 2, 3,…, 12 (в каком-либо порядке) так, чтобы разность двух любых соседних чисел была равна 3, 4 или 5?

6. Найти все натуральные числа, делящиеся на 30 и имеющие ровно 30 различных делителей.

7. Десятичная запись какой степени числа 2 оканчивается четырьмя одинаковыми цифрами?

8. Докажите, что из семи любых натуральных чисел можно выбрать три таких, что их сумма делится на три.

9. Найти все целые решения уравнения yk=x2+x, где k ( натуральное число, большее единицы.

10. Решить в целых числах уравнение 2n+7=x2.

11. Найти все такие натуральные числа k, которые можно представить в виде суммы двух взаимнопростых чисел, не равных 1.

12. Можно ли число а) 1998; б) 1986 представить в виде суммы квадратов шести нечетных чисел?

Комбинаторика плюс геометрия

1. Имеем 6 деталей (это равные квадраты). (см. рис.) Можно ли из них сделать поверхность куба (оборотная сторона деталей должна быть внутри куба) так, что к ребру примыкают два треугольника одного цвета (от разных деталей)?

2. Пять вершин правильного 110–угольника покрасили в красный цвет, а 11 – в синий. При этом 5 красных точек – вершины правильного пятиугольника, а 11 синих – вершины правильного 11–угольника. Докажите, что обязательно найдется сторона исходного 110–угольника, у которой один конец красный, а другой – синий.

3. Взяли квадрат клетчатой бумаги 13(13 клеток и некоторые его клетки закрасили. Может ли так быть, что любая исходная клетка квадрата граничила по стороне ровно с одной окрашеной клеткой?

4. Раскрасьте клетки таблицы 3(3 в наибольшее число цветов (все точки внутри клетки одного цвета) так, чтобы для любых двух цветов нашлись две клетки этих цветов, имеющие общую сторону.

5. Каждая из клеток квадрата 5(5 покрошена в один из четырех цветов так, что в любом квадрате 2(2 встречаются все четыре цвета. Какое наибольшее число клеток одного цвета в квадрате 5(5 может быть?

6. В какое наибольшее число цветов можно раскрасить клетки квадрата 4(4 так, чтобы в каждом квадрате 2(2 нашлась пара клеток одного цвета?

7. Шахматную доску разбили на 32 доминошки – прямоугольники 1(2 клетки. Докажите, что можно покрасить по 8 доминошек в каждый из четырех цветов (красный, синий, зеленый и желтый) так, чтобы любые для доминошки, имеющие общий участок границы (ненулевой длины) были покрашены различно.

8. Для каждой клетки шахматной доски допускается либо провести распил по ее любой диагонали, либо по обеим диагоналям, либо не распиливать эту клетку. При каком наибольшем числе распилов доска все еще не распадется?

9. Буратино взял квадрат бумаги в клетку (10(10 клеток). Первым ходом он закрасил прямоугольник 1(1 (одну клетку), вторым – прямоугольник 1(2, третьим – прямоугольник 1(3 и т.д. Он закончил, когда не смог сделать ход по этим правилам. Какое наименьшее число ходов удовлетворяет этим условиям?

10. Квадрат (2n–1)((2n–1) клеток разрезали на фигурки трех типов (см. рис.). Докажите, что получилось не меньше, чем (4n–1) «уголков».

Домашняя работа.

1. Пусть а и b – натуральные числа, причем число а2 + b2 делится на 21. Докажите, что оно делится и на 441.

2. Натуральные числа x, y, z таковы, что x2 + y2 = z2. Докажите, что одно из них делится на 5.

3. Докажите, что

а) произведение 4 последовательных целых чисел;

б) разность квадратов двух простых чисел, больших трех;

делится на 24.

4. Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся точкой пересечения в отношении 2:1 от вершины.

5. Можно ли провести в выпуклом шестиугольнике несколько диагоналей так, чтобы каждая из них пересекала во внутренних точках ровно три других?

6. Дан равносторонний треугольник ABC. Найдите все такие точки M, что оба треугольника ABM и ACM равнобедренные.

Занятие одиннадцатое. (15 апреля 2001г.)

Числа Фибоначчи.

1. Бесконечная дорожка разрезана на квадратики. Перед первым из квадратиков стоит лягушка, которая умеет прыгать прыжками двух типов – длинным и коротким. Коротким прыжком лягушка перепрыгивает на соседний квадратик, а длинным перепрыгивает через квадратик.  Найти число различных маршрутов, которыми лягушка может допрыгать до третьего квадрата; до четвёртого квадрата; до седьмого квадрата.

2. У дрессировщика имеется очень много  львов и тигров. Он хочет выстроить на арене цирка шеренгу из этих зверей. Двух тигров рядом ставить нельзя. Найти число различных шеренг, которые дрессировщик может выстроить из трёх зверей; четырёх зверей; семи зверей.  

3. Чему равен остаток от деления сотого числа  Фибоначчи на девяносто девятое ?

4. 4.  Доказать, что два соседних числа в ряду Фибоначчи взаимно просты.

5. Доказать, что 1995-е и 1997-е число Фибоначчи взаимно просты. 

6. Доказать, что сумма всех чисел Фибоначчи с чётными номерами до 1996-го включительно на 1 меньше 1997-го числа Фибоначчи.  

7. Докажите, что Fп делится на 3( п делится на 4.

8. Докажите, что Fп делится на 5 ( п делится на 5.

9.  Найти НОД  1997-го и 1994-го числа Фибоначчи.

10. Найти НОД  1998-го и 1995-го числа Фибоначчи.

11. Доказать, что любое натуральное число можно представить в сумме нескольких различных чисел Фибоначчи. 

12. Целые числа А,В,С таковы, что при всех целых   х  число А х2 +  В х  +  С делится на 5. Доказать, что каждое из чисел А,В,С делится на 5.

Домашнее задание 

1. На сколько сумма всех чисел Фибоначчи с нечётными номерами до 1997-го включительно больше,  чем 1998-е число Фибоначчи? 

2. Придумайте и докажите свойства чисел Фибоначчи (аналогичные рассмотренным на занятии задачам 7 и 8) (За каждое, которое мне понравится, 12 баллов.)

3. Прямоугольник 3(4 разрежьте так, чтобы он не распался на части, но им можно было бы оклеить кубик 1(1(1 в два слоя.

4. Изображенную на рисунке фигуру разрежьте на 4 части, из которых можно сложить квадрат.

Трудные разрезания.

1. Мальтийский крест. Разрежьте "Мальтийский крест" на 5 частей так, чтобы из них можно было сложить квадрат. (рис. справа)

2. Что за камень? На рисунке изображена часть крепостной стены. Один из камней имеет столь причудливую форму, что если его вытащить из стены и положить иначе, то стена станет ровной. Изобразите этот камень. (рис. слева)

3. Лесенка. Превратите "лесенку" в квадрат, разрезав ее на 3 части. (рис. справа)

4. Прямоугольный лист бумаги 1,2(5 разрежьте на 3 части так, чтобы ими можно было полностью оклеить кубик 1(1(1.

5. Продырявленный квадрат. Разрежьте продырявленный квадрат на 8 частей, из которых можно сложить целый квадрат. (рис. слева)

6. Из двух - одна. Разрежьте каждую из двух фигур, изображенных на рисунке справа, на 4 части одинаковым образом так, чтобы из полученных 8 кусков можно было сложить подобную им фигуру вдвое большей площади.

7. Из квадрата - треугольник. Разрежьте квадрат на 3 части из которых можно сложить тупоугольный треугольник.

8. Елочка. Разрежьте "елочку", изображенную на рисунке слева, на 4 части так, чтобы из них можно было сложить квадрат.

Занятие двенадцатое. (22.04.2001г)

Задачи о чем-то

Главное - убедить всех, что ты знаешь что-то, знать что-то - не главное.

1. Можно ли в прямоугольной таблице 5x10 так расставить числа, чтобы сумма чисел любой строки равнялась бы 30, а сумма чисел любого столбца равнялась бы 10?
2. Дано шесть натуральных чисел. Все они различны и дают в сумме 22. найти эти числа и доказать, что других нет.

3. Что больше: 9920 или 999910? Объяснить почему.

4. Можно ли разменять 25 рублей, имея рублевые, трехрублевые и пятирублевые купюры, так, чтобы всего получилось ровно 10 купюр?

5. Тридцать студентов со всех пяти курсов придумали вместе 40 задач для олимпиады, причем однокурсники придумали одинаковое число задач, а студенты с разных курсов - разное (между собой) число задач. Сколько студентов придумали по одной задаче?

6. Придя в тир, Петя купил 5 пуль. За каждый успешный выстрел ему дают еще 5 пуль. Петя утверждает, что он сделал 50 выстрелов и 8 раз попал в цель, а его друг Вася говорит, что этого не может быть. Кто из мальчиков прав?

7. Было 7 ящиков. В некоторые из них положили еще по 7 ящиков и т.д. В итоге стало 10 непустых ящиков. Сколько всего стало ящиков?

8. Некая комиссия собиралась 40 раз. Каждый раз на заседании присутствовали по 10 человек, причем никакие два члена комиссии не встречались на заседаниях более одного раза. Докажите, что членов комиссии больше 60.

9. В классе каждый мальчик дружит ровно с двумя девочками, а каждая девочка - ровно с тремя мальчиками. Еще известно, что в классе 31 пионер и 19 парт. Сколько человек в этом классе?
Игры

Никогда не садись в машину к незнакомцу и никогда не играй в игры с математиком.

1. Имеются две кучки конфет: в одной 19 конфет, а в другой 98. Играют двое, Петя и Вася, делая ходы по очереди (первым ходит Петя). В свой ход нужно одну кучку съесть, а другую разделить на две кучки, необязательно равные. Проигрывает тот, кто не может сделать ход по этим правилам. Кто выигрывает при правильной игре?

2. Вначале на столе две кучки по 11 орехов. В свой ход нужно съесть 2 ореха из одной (любой) кучки и 1 орех из другой. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выигрывает, Петя или Вася?

3. На столе кучка из 12 спичек. Петя и Вася по очереди берут из нее 1 или 2 спички или же кладут 1 или 2 спички из числа ранее взятых, после чего записывают на своем листочке число спичек, оказавшихся в кучке после своего хода. Нельзя делать хода, после которого на листке окажутся два равных числа. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? Та же задача для 13 спичек.

4. Вершины правильного 10-угольника окрашены через одну черной и белой краской. В свой ход можно провести диагональ, соединяющую вершины одного цвета. Эта диагональ не может иметь общих точек (кроме концов) с диагоналями, проведенными ранее. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет? Та же задача для 12-угольника.

5. Игра начинается с числа 1. В свой ход можно умножить последнее полученное число на любое целое число от 2 до 9. Выигрывает тот, кто первым получил число, большее 1000. Кто выиграет при правильной игре?

6. Белая ладья преследует черного слона на доске 3*1998 клеток. Они ходят по очереди по обычным правилам. Как должна ходить ладья, чтобы поймать слона? Белые ходят первыми.

7. На доске 1*100 клеток на поле №50 стоит фишка. В свой ход можно сдвинуть фишку влево или вправо на 1 или 2 клетки. Нельзя ставить фишку на поле, где она уже побывала. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

8. На листе бумаги в клетку отмечены 100 точек ( вершины клеток, образующих квадрат 9*9. Двое игроков соединяют по очереди вертикальным или горизонтальным отрезком две соседние отмеченных точки. Игрок, после хода которого образуется квадратик, закрашивает его в свой цвет. Выигрывает тот, кто закрасил больше квадратов. Кто выигрывает?

Домашняя работа.

1. Докажите, что число п2+1 не делится на 3 ни при каком целом п.

2. Найдите такое целое а, что п (п4+а) делится на 5 при любом целом п.

3. На всемирном фестивале молодежи встретились 6 делегатов. Выяснилось, что среди любых трех из них двое могут объясниться между собой на каком-нибудь языке. Докажите, что тогда найдется тройка делегатов, каждый из которых может объясниться с каждым.

4. Двадцати школьникам были заданы 20 задач. Оказалось, что каждый школьник решил две задачи, и каждая задача была решена двумя школьниками. Докажите, что разбор задач можно организовать так, чтобы каждый школьник рассказал одну из решенных им задач, и все задачи были разобраны.

5. Двое играющих по очереди проводят диагонали в правильном 1995-угольнике. Запрещается проводить диагональ, если она пересекается с теми, что проведены ранее. Проигрывает тот, после хода которого образуется четырехугольник из сторон и диагоналей, в котором не проведено ни одной диагонали. Кто выиграет?

6. Петя делит как хочет кучку из 200 спичек на 6 попарно неравных кучек (в каждой не менее 1 спички). Затем Борис выравнивает количество спичек в двух из этих кучек, беря несколько спичек из одной кучки. Число спичек, взятых Борисом, назовем выигрышем Пети, так что Борис старается взять как можно меньше спичек. Как надо играть Пете, чтобы его выигрыш стал наибольшим?

Заключительная олимпиада (6.05.2001г.)

1. К числу можно прибавлять сумму его цифр. Можно ли за несколько ходов получить из единицы число 123456?

2. Коля по одной достает и складывает в две стопки черные и красные карточки. Класть карточку на другую карточку того же цвета запрещено. 10-я и 11-я карточки были красные, а 25-я – черная. Какого цвета была 26-я карточка?

3. Существует ли такое восьмизначное число, все цифры которого различны и после вычеркивания любых двух цифр остается составное число?

4. Какое из следующих чисел самое большое: 725, 1719 или 3115?

5. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке E. Известно, что AB=CE, BE=AD, (AED=(BAD. Доказать, что BC>AD. 
Приложение.

Теорема Эйлера и классификация правильных многогранников.

Часть 1. Теорема Эйлера.

~Опр. Граф - множество точек на плоскости, некоторые из которых соединены ребрами.

Опр. Степенью вершины графа называется число ребер, выходящих из этой вершины.

Опр. Граф называется связным, если от любой его вершины можно дойти до другой по ребрам.

Опр. Связная часть графа, несвязанная со всем остальным, называется компонентой связности графа.

Зам. Считают, что у связного графа одна компонента связности.

~Опр. Путем в графе называется путешествие по графу, при котором одно ребро не проходят два раза подряд (туда и обратно).

Зам. Заметим, что если между двумя вершинами есть какая-то дорога, то есть и путь.

Опр. Циклом в графе называется замкнутый путь, не проходящий дважды через одну точку. (Упр. Найдите циклы на графах, изображенных на рисунке.)

Опр. Связный граф без циклов называется деревом.

Лемма 1. В дереве от любой вершины можно дойти до любой другой, причем по единственному пути.

Доказательство Леммы 1. Дерево - связный граф => от любой вершины можно дойти до любой другой. Проведем доказательство единственности от противного. Предположим, что от вершины 1 можно дойти до вершины 2 двумя различными способами. Первый путь: 1-А1-А2-…Аn-2 (где А - вершины, по которым проходит путь). Второй путь 1-B1-B2-…Bm-2. Рассмотрим концы двух путей и пусть 2' - вершина, после которой эти пути одинаковы, а в 2' первый и второй путь приходят из разных вершин. Не ограничивая общности, можно считать, что 2=2'. Рассмотрим путь 1-А1-…Аn-2-Bm-…-B1-1. Теперь читаем вершины подряд. Как только встретили первый раз одинаковые вершины, то получили замкнутый путь не проходящий через одну вершину дважды, т.е. мы нашли в графе цикл. А граф дерево. => возникло противоречие. => путь действительно единственный.

Лемма 2. Если в дереве больше одной вершины, то в нем есть хотя бы одна вершина степени 1.

Доказательство Леммы 2. Будем ходить по дереву по пути, т.е. ходить без возвратов. Рассмотрим любую вершину дерева. От нее куда-то отходит ребро. Пойдем туда. Т.к. мы ходим по пути => мы уже не попадем в начальную вершину (иначе от той вершины, где мы сейчас, было бы два пути к начальной вершине). Если вершина в которую мы пришли степени 1 => все хорошо. Иначе есть ребро, отличное от того, по которому мы пришли. Идем по этому ребру. Заметим, что в пройденную вершину мы уже не вернемся (аналогично тому, как не вернемся в начальную). Если вершина, в которую мы пришли, степени 1 => все доказано, иначе идем не туда, откуда пришли. И т.д. т.к. вершин конечное число, а мы не возвращаемся в уже пройденные вершины => когда-нибудь мы закончим. А закончить мы можем только в вершине степени 1. => вершина степени 1 существует.

Опр. Вершина степени 1 в дереве называется листом. (Упр. Найдите листья на рисунке, изображающем дерево.)

Зам. В дереве как минимум два листа.

Доказательство Замечания: В доказательстве Леммы 2 начнем с листа, а он существует. Таким образом придем в лист, отличный от начального.

Задачи на дом:
1. Посчитать, сколько ребер в дереве с n вершинами.

2. Доказать, что из произвольного связного графа можно выкинуть несколько ребер так, чтобы получилось дерево.

Опр. Граф называется плоским, если его можно расположить на плоскости так, чтобы ребра пересекались только в вершинах.

Бывают и неплоские графы. См. рис. слева.

Опр. Рассмотрим плоский связный граф, нарисованный так, что ребра пересекаются только в вершинах. Внешней гранью графа называется часть плоскости вне графа.

~Опр. Внутренней гранью графа называется часть плоскости, ограниченная циклом, которая не пересекается насквозь. Или часть плоскости, которая отпадает при разрезании по графу.

Зам. Вся плоскость распадается на грани. Грани не пересекаются между собой. У графа ровно одна внешняя грань и сколько угодно внутренних.

Количество всех вершин графа обозначим В, количество всех ребер - Р, а количество всех граней (как внутренних, так и внешних) - Г.

Упр. Для плоского графа, изображенного на рисунке посчитать число вершин, число ребер и число граней.
Теорема Эйлера. В связном плоском графе В+Г-Р=2.

Доказательство теоремы Эйлера: Если в графе есть цикл => есть внутренняя грань. Возьмем цикл, ограничивающий внутреннюю грань. Выкинем из него одно ребро. Граф остался связным, плоским. Число Р уменьшилось на один, но и число Г уменьшилось на один, т.к. две грани, которые были по разные стороны от стертого ребра стерлись. Таким образом, число В+Г-Р не изменилось. Если в графе опять есть цикл => поступаем так же. Т.к. ребер в графе конечное число, а количество ребер постепенно уменьшается => когда-нибудь это закончится. Т.е. мы придем к ситуации, что число В+Г-Р не изменилось по сравнению с первоначальным, граф остался связным, плоским и циклов в графе нет. => граф стал деревом, а грань осталась одна - внешняя. Мы знаем по лемме 2, что у дерева есть лист. Стираем лист и ребро, которое из него выходит. Число Р уменьшается на один, число В уменьшается на один, число В+Г-Р не меняется. Полученный граф снова дерево, он плоский и связный, а число вершин у него уменьшилось => поступаем так, пока не останется две вершины, соединенные ребром. Тут уже не сложно посчитать, что В+Г-Р=2+1-1=2, а число В+Г-Р не менялось => для начального графа оно тоже 2. 

Теорема Эйлера для многогранников. Эйлер доказывал свою теорему для многогранников, а не для графов. Т.е. у любого выпуклого многогранника В+Г-Р=2. Это легко показать. Берем многогранник и надуваем. Получаем шарик и на нем граф. Одну грань графа вырезаем и растягиваем шарик на плоскость, при этом у многогранника была грань, которую мы вырезали (но ее надо учитывать), а у полученного графа есть внешняя грань (вот ее то мы и учтем вместо вырезанной грани). => теорема Эйлера верна для выпуклых многогранников.

Упр. Нарисуйте граф, в который преобразуется куб при таком преобразовании. А Тетраэдр? А октаедр? А другие тела?

Часть 2. Классификация правильных многогранников.

~Опр. Многогранник называется правильным, если его грани - правильные многоугольники, причем в каждой его вершине сходится равное число таких многоугольников.

Заметим, что число многоугольников, сходящихся в одной вершине - 3 или больше. Возьмем три пятиугольника - они действительно образуют уголок "шапочку". Три шестиугольника уже лежат в плоскости, а вот три семиугольника - не влезут. => грани правильных многогранников не более, чем шести угольны. Т.е. правильный многогранник может быть с гранями треугольными, квадратными и пятиугольными. Причем в одной вершине может сходиться три квадрата или три пятиугольника, или три, четыре или пять треугольников. 

Вариант первый. Грани многогранника - квадраты (в каждой вершине сходится три квадрата). Пусть число вершин такого многогранника - В. => число граней 3В/4. Заметим, что в каждой вершине ребер сходится столько же, сколько и граней. Число ребер такого многогранника 3В/2. Мы знаем, что В+Г-Р=2. Составим уравнение: В+3/4 В-3/2 В=2. В=8. Т.е. у такого многогранника 8 вершин, 6 граней и 12 ребер. Т.е. это куб.

Вариант второй. Грани многогранника правильные пятиугольники (в каждой вершине сходится по три пятиугольника). Г=3В/5. Р=3В/2. В+Г-Р=2. В=20. Г=12. Р=30. Это додекаэдр.

Вариант третий. Треугольники, по три. Г=3В/3=В. Р=3В/2. =>В=4=Г, Р=6. Это тетраэдр.

Вариант четвертый. Треугольники, по четыре. Г=4В/3, Р=4В/2=2В. => В=6, Г=8, Р=12. Это октаэдр.

Вариант пятый. Треугольники, по пять. Г=5В/3, Р=5В/2 => В=12, Г=20, Р=30. Это икосаэдр.

Других правильных многогранников нет.
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